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ВЕЛИЧИН

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 19 X 1948)

1. Закон повторного логарифма для зависимых случайных величин, 
которому посвящена настоящая заметка, доказывается мною, в основ­
ных чертах, путем надлежащего видоизменения известного доказа­
тельства, данного А. Н. Колмогоровым для того же закона в случае 
независимых величин (х). Я использую, кроме того, результаты моей 
предшествующей заметки (2).

Через M(z) будем обозначать математическое ожидание величины 
г a priori; М' (г) — условное математическое ожидание величины z при 

(xk, k<1)
предположении, что величины xk с индексами приняли опреде­
ленные значения.

sup М '(г) и mW (г) обозначают, соответственно, точную верхнюю 
(хь, *<>) (xk, k<‘)

и точную нижнюю границы М' (г) относительно различных возмож­
на, *<0

ных значений, принимаемых величинами хк при # < i. Разность sup М' (г) 
и infМ' (г) будем называть изменением математического 
ожидания в е ли ч и н ы г и обозначать через измАГ(г). Наконец, 
как обычно, Р{. . .} есть вероятность события, указанного в скобках.

2. Справедлива следующая теорема, распространяющая закон повтор­
ного логарифма на случай зависимых случайных величин. (С. Н. Берн­
штейн доказал, что при тех же условиях суммы рассматриваемых 
случайных величин в пределе подчиняются закону Гаусса; см. (8), § 10).

п
Теорема. Пусть sn = V xt (М^) = 0) есть сумма зависимых 

і = 1
величин, удовлетворяющих условиям:

1) Вп = где постоянная Х>2/3;
2) sup АГ | х\ | <£;

3) выполняется одно из неравенств: sup М' (хг+1+ • • • + A7+g)a< 
pk, )

<.Ng7 или sup/И'(xi+1 -j- . . .-|-xi + ^)2< Ngn7--', каково бы ни было 
pk,

целое ^>0;
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4) йзм М' (Xi) , где p < X / 2
(ЛЛ п*

есть положительное фиксирован­

ное число и постоянная р > 1----/ ; изм М' (х{ хф <—-—
2 (xk< i~k>nP- п2~^

При этих условиях:
А. Каковы бы ни были данные числа е>0 и 8>0, существует 

такое число п0, что для всех целыхp>Q справедливо неравенство

где
Р\^Р>^\<г,

р=п + с । s« । - п + s)minшвл] и л "С л0 р

В. Каковы бы ни были данные числа е>0, 8>0 и m^-Q, суще­
ствует положительное р такое, что справедливо неравенство

где
'т,р = max [ | $„ | — (1 — 8) ]/2B„lnln£„l 

т^п^т Ур

(Н, N, L — постоянные).
Доказательство теоремы основывается на неравенствах (7) из (2) и 

следующих двух леммах, из которых первая является модификацией 
леммы V из (х).

Лемма 1. Пусть зависимые случайные величины хг удовлетво­
ряют условию

/ п \ 2 
sup Ж' у лД <КВп, 
(xk, mJ I

где Bn = M(s2n) и К —постоянная (Af (xz) = 0); пусть sn = max {sj. 

Тогда
P{sn>x-V2KBn}>^P{sn>x},

каково бы ни было х.
Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы V 

из С1).
Лемма 2. Если случайные величины xt удовлетворяют всем 

условиям доказываемой теоремы, то условная вероятность нера­
венств

г0/B^k <sn — sk — М' (s„ — s^) < zv /B^k , 

вычисленная в предположении, что k первых величин х{ 
получили те или иные определенные значения, отличается от 
вероятности соответствующих априорных неравенств

/ЛП1А. sn sk Bn,k

не более, чем на (п — где постоянная т > 0, если 
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только (п— #) достаточно велико ВП," —

/ П \ 2\ 
= М ( V xl j j

Справедливость этой леммы вытекает из неравенств

| М' (s„-sj| f Вп, k 
I Bn,k

выполняющихся для достаточно больших (п — k). Здесь т' и+ — 
некоторые положительные постоянные.

3. Ограничимся доказательством только первой части теоремы, т. е. 
доказательством утверждения А.

По данному значению 8>0 определим последовательность nk из
условий

Р^+;р>0[< V 8)/2^ In In
7=6+1

где ________
С? Р = max р„ - (1 + 8) VWn In In Вп 

nk^n<nk+p L

Если j достаточно велико, то, в силу (*),

(1 + S) /2в;,_, In In В,^ > 2В», in in В,:, 

поэтому
V p[°j > /2Bn In In B'nj<

;=Tli I /1 + 28/27 '

1 + 8
К 1 + 28/27

/25„?.1п1п Bnj

последняя сумма, вследствие леммы 1, не превосходит суммы



которая, в свою очередь, при достаточно больших k не больше

Л/ ' ^1 + 8/9 V2Вп. In In Bnj

Теперь, принимая во внимание правую часть неравенства (7) из (2), 
убеждаемся в том, что

Р{^>0}<2 У_______ ГГ+8/9_________
(1 + S)(lnBn)(J + W^)
4 ' М пр 14-8/9

: у —
. 1+8/8 

/ = ^+1J
#-»0О

(С — постоянная).
Такое же рассуждение показывает, что и Р {Х^р^О^О при 

где
^р = max f —s„(l + 8)/2B;inln5j. 

nk<n<nk+p
Приняв во внимание, что Вп~Вп (п -* ©о), убеждаемся, наконец, 

в справедливости утверждения А.
При доказательстве утверждения В будет играть роль лемма 2.
Теорема п°2 дает возможность, в частности, исследовать вопрос 

о применимости закона повторного логарифма к суммам величин, 
связанным в цепь Маркова.

Поступило
19 X 1948
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