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Обозначим через Оп (0) вещественный тригонометрический поли
ном порядка не выше п

Gn (0M2yZ
fe = 0
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За последние годы появилось несколько работ (см. (г 4)), ставящих 
себе целью найти оценку

I То I + I Ya I
ii id л-----------: " 0 < k < п, (3)

п

где Xo, —заданные неотрицательные числа.
Хотя некоторые из этих оценок выведены весьма простыми и 

изящными методами, однако в общем случае любого # (0<#<п) 
они не являются точными.

Точные оценки для (3) вытекают как весьма частные случаи из 
общей теоремы, установленной нами в 1934 г. (5), в которой мы свя
зываем рассматриваемую задачу с замечательными исследованиями 
Н. Ахиезера и М. Крейна (8) о функциях, наименее уклоняющихся 
от нуля; нам кажется не лишним привести этот общий результат и 
получить из него, как частный случай, точную оценку для (3).

Теорема (3). Задача о нахождении

шах (4)

где {cs}" — заданные комплексные числа, эквивалентна задаче 
Н. Ахиезера и М. Крейна (8) о нахождении суммируемой функции
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F' (9), наименее уклоняющейся от нуля на отрезке [0, 2тг1 из всех 
функций, ряды Фурье которых начинаются следующим образом-.

4-3*2  ^94- ••• ;
J * = 1 (5)

экстремальная функция F*(O)  связана с экстремальным тригоно
метрическим полиномом Оп(ф), для которого достигается ма
ксимум (4), соотношением (почти всюду в [О, 2к])

f‘ (0)=Z sgn Gn (6); (6)
искомый максимум равен где L — наибольший положительный 
корень уравнения

Р-1.........  
^-11*0 .......................

И-г= И, (r=0, 1,, . . л); (7)
• Ро

числа {р-г}" являются коэффициентами разложения*

I Ы Cq 

eXPpZ|_2 р,0 = р,-{- [Л. (8)

В том частном случае, о котором идет речь в (3), мы имеем 

ехр^Ч-Ц5^} =^ + ^4--------4ня2л4------- , (9)

откуда

,, __ лсо . 1 /mCb\s CTtiCo\ , . _Но — 2cos — , e^p^J (5=!,2,...); (10)

= 0, v^sk.

Пусть сперва Cq^O; вводя обозначения

р=[А], (11)

мы получим, после элементарных упрощений, точную оценку

^(гоЧ-^'ЧЗК-^7- 
. 4v (12)

* См. (8); там же указано построение экстремальной функции F* (0), откуда вы- 
текает построение экстремального полинома О’ (0); в нашей работе (6) указана еще 
одна форма для О* (0).
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где v — наименьший положительный корень уравнения

mi.............................тр

...........тр—і

(13>

причем
mo=2cosv;

т-р т^р+1 . . . т0

= m~s (14^

Так как неравенство (12) справедливо при любом а, то отсюда 
вытекает точная оценка для модулей коэффициентов

lYol + dYd<-^< (15).

где X — произвольное положительное число.
В том частном случае, когда #>п/2, имеем р—\, и v = v0 опре

деляется из уравнения
cosv0=Xv0. (16)

Ван-дер-Корпут и Виссер (2) дали оценку, обобщенную и улучшен
ную Боасом (4); однако эта оценка Боаса

является точной лишь при р—\. Например, при р = 2, k—1 мы по
лучим по Боасу

I Yo I + I Y* I ^<^4=0,3384; (18)
2 4v0

точное значение v получим, решая уравнение

sin v = l — 2

вытекающее из (13); следовательно, точная оценка такова:

I Yo I + | Yd ^<0,324 (v = 0,78).

(19)

(20)

Пусть теперь с0 —0; полагая | ск | =1, мы имеем в этом случае 
из нашей теоремы точную оценку

I Y* I у-4, 4v (21)

где v — снова наименьший положительный корень алгебраического 
уравнения (13), где в данном случае надо положить

т0=2, (s=l, 2, . . . ,р). (22)
s!

В том частном случае, когда #)>п/3, т. е. р-^2, 
следовательно,

имеем v = l и,

(23)I I 1 Т , \ п .I Yk I Д 4, 4* з 5
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эта оценка, найденная Фейесом (4), содержится, как частный случай, 
в результатах нашей работы (в); более общая оценка Боаса (4), спра
ведливая при любом А

<24>
является точной лишь в случае #>>п/3. Например, при р1 = 3 полу
чим по Боасу

| у J < ~ cos 1п = 0,404 (25)Z о z
точную оценку получим по (21), находя v из уравнения

(I — v2)2 =0,
9

вытекающего из (13); точная оценка такова:

(26)

(27)|yJ<0,284/„ (v — 0,88).

Оценка (23) для случая вытекает также из следующих
соображений: нами было показано (см. (5~7)), что, если в (4) = 0,
# > I — I , ТО для неотрицательного тригонометрического 

полинома максимум выражения (4) получается умножением на 
2/^ максимума того же выражения для полинома, не связанного усло
вием неотрицательности; но для неотрицательного тригонометриче
ского полинома Эгервари и Сас (9) нашли оценку, из которой при 
Л п/2 имеем

(28)

деля правую часть на 2/я, получим (23).
„Заметим, в заключение, что метод, примененный Боасом в послед

ней из его работ (4), аналогичен (для рассматриваемого им частного 
случая) методу, примененному нами в (5); однако, в отличие от нас, 
он не пользуется результатами Н. Ахиезера и М. Крейна (8) о функ
циях, наименее уклоняющихся от нуля, — а без этого, как это яв
ствует из нашей теоремы, невозможно получить точные оценки.

Поступило
19 X 1948
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