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(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым /8 XI 1948)

В своей работе (х) Н. И. Ахиезер и Б. М. Левитан предложили 
следующее обобщение метода суммирования Фейера.

Пусть О<0„<1 есть некоторая последовательность чисел и

Gn М =
cos -___ " X — COS__ 

o„------
-х2

Каждой
рой

1+х2

измеримой на вещественной оси функции f(x), для кото- 
€£(—оо, оо), ставится в соответствие последовательность

интегральных операторов

ея; •*)=({/ + 4) +f(x- о„(о dt. (1) 
JI \ / v / )
О

В случае периодичности /(х) при 0Л = 1 они обращаются в обыч­
ные суммы Фейера, а при 0n = 1 / п представляют собой соответствую­
щую сумму Фурье.

В настоящей заметке для метода суммирования (1) устанавливается 
асимптотическое поведение констант Лебега.

Пусть С (соответственно С) обозначает пространство всех непре­
рывных на вещественной оси (соответственно непрерывных, с перио­
дом 2л) функций.

Теорема. При / п
k = II °п(f- 0„; х) || £ = || 0„ (/; 0П; х) || с + О (1) = А 1П X + О (1). (2)

При 0„ < 1 / п
1п = ^~\пиА-0(М (З')

К3

4 = II 0Л; х) и с = i ini + 0(1). (з')
я2

Если lim 0Л = 0 > О, то существует предел

lim Z„ = lim Ал = Ц0), (4)
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где

| sin (2 — 0) / sin 6/ I 
/2

Доказательство. Известно (J), что для функции / (х) £ С суммы 
(1) могут быть представлены в виде

| й | <«

k \ ikx
- ckeп /

где ск — комплексные коэффициенты Фурье функции f (х) и

о< I
1-0,

1-6«.

J < I-

Принимая обозначения т =
2т 4-1 sin--------- t 

--------'1—

2 sin — 
2

9«)],
/ 

sin2 П —
2
t

2п sin2 —

нетрудно получить, что

°« СА е„; =

N
1 Г
0„к J

т 4-1 — п (1 — 0И)

Следовательно,

0пл

1 — „(1^-6^ Dm^dt

О

Очевидно, что если 0„-< 1 / п, то т = п — 1, и из последнего со­
отношения непосредственно получаем (3')-

Пусть теперь 9„>1/п, т. е. т^п — 2. В этом случае, в силу 
ограниченности функции ~~—для I л I у > если положить

_  2т 4- 1
а" п — т — 1 ’

В = n-m- 
" n—m—1

= ^4-1 —n(i —0n) 
n — m — 1

из (6) находим:
j __2(п—т — 1) 
Ln

П^п-

1

— 4п п
ад)}^.(5)

п

(п—т—1) п/2
I sin («„ + ря) и sin U + Тя (П - — 1) sin (?„ — !) и Sin х и2

^-L</« + O(i) =

о
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2(п — т — ])

_ 2 (га — от — 1) х 
п9„тс

«/2
С I sin " sin и + Yn (п — м— 1) sin (Рл — 1) » sin аПИ I и _|_ Q (1)

Х и2
о 

откуда, если учесть, что
Д1£_±=О(1), (7)

X2 X 
получим 

п/2
I du + О (П,

и 
о

или, так как ₽„<2, то
п/2

1 = Цп—т — 1) С | 7n + cos3nu | | sina„ra | 
п Мпт: J и '

о

Далее, в силу того, что f„>0 и п — т^2, после некоторых пре­
образований из последнего соотношения следует

п/2
2 2 С I sin a„ra Г du + 0 (1). (8)

К J U
О

При —что равносильно 0„-»0, правая часть (8) лишь на огра­
ниченную величину отличается от константы Лебега — In алО (1). 
Если «„ = 0(1), т. е. Игл 6„>0, то правая часть (8) ограничена.

Таким образом, длТ°того чтобы получить одно из утверждений 
теоремы, достаточно заметить, что при «л-»оо 1пал = 1п-—1-0(1).

"я —

Вторая часть теоремы непосредственно следует из равенства
°° I 2 — 6„ I р sin —-—- t sin t

9л
/2

dt,
о

которое очевидно, если ал (/; 6Л; х) представить в форме 

cos га (1—Qn)t — cos nt
t*

и, стало быть, в силу (7),
п/2

= 0(1) +

п о
п/2

2 (

2— 9„ I sin--------t sin t J
------ ----------- 1 dt + О (1) =

. 2-е„ 
sm - — t

в л
t

л^іп-^+оа).
9„

О
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Для доказательства (4) заметим, что из (6), при условии >0;

следует соотношение
к/2

I ‘ I sin2 nt —2 
п9лл

6
4 • sin2 (m -J- 1) * I df I q J In (m -f-1) I 

sin2t ~Г 1 - Iп

Поэтому, в силу применявшихся уже соображений,

Ln

я/2
2 Г I sin (72 -{- 7?Z ~4~ 1) / sin (и — т

лОлтг J 
о

П-ПІ2

2 I

/2
-1)d ^ + о(1) =

'п
п

t*

t sin 1 —-------- t
\ л / dt о (1) —

2 
елл

----- / sin I 1 п ) \
Z2

dt -j- о (1).

о

п

о

Из последнего равенства, в предположении, что 
предельным переходом получим

Ln = ~\

6

| sin (2 — 6) t sin 6? I
z2

dt = k(0).

Аналогичное равенство для L„ очевидно.
Следствие. Для того чтобы соотношение

lims„(/; 9„; x)=f(x)

выполнялось для всех непрерывных периода 2к функций, необхо 
димо и достаточно, чтобы

Необходимость вытекает из известной теоремы о последователь 
ности линейных операторов с неограниченными нормами в полном 
линейном нормированном пространстве, а достаточность при т-»ос 
из неравенства

I I <(i +Ln)EM,

где £т(/) — наилучшее приближение порядка т функции f (х). 
При т = О(1) достаточность очевидна.
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