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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ ВТОРОГО 
ПОРЯДКА ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ ОТНОСИТЕЛЬНО НЕЗАВИСИМОЙ 
ПЕРЕМЕННОЙ ПРАВЫМИ ЧАСТЯМИ

(Представлено академиком И. Г. Петровским 3 VI 1948)

1°. С. Лефшец (*), применив известную теорему Броуэра о „не­
подвижной точке“, получил достаточные условия существования 
периодического решения для некоторого нелинейного обыкновенного 
дифференциального уравнения 2-го порядка с периодической правой 
частью. В настоящей работе тем же методом получены аналогичные 
достаточные условия существования периодических решений для 
общей нелинейной системы 2-го порядка обыкновенных дифференци­
альных уравнений, правые части которых периодические функции от­
носительно независимой переменной, допускающие общий период.

2°. Рассмотрим нелинейную систему двух обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений:

= fw V, х, у) + x/u (t, X, у) + v/12 (t, х,у\ di
(1)

= Ло Л х’ у) + ЛЛ1 <Л х> Л + УЛг (^ X, у), di
где:

1р Функции fij= fij(t,x,y) (/—1,2; j = 0,1,2) вещественны, 
определены и непрерывны для всех действительных значений пере­
менных t,x и у. ______

12. Функции Ло = Ло^^У) (/=1,2) при г=ух2имеют 
порядок роста ниже, чем г, а именно равномерно относительно совокуп­
ности переменных t, х и у выполнено условие:

lira Л1 = о.
г - Г

13. Все функции Д- (/= 1,2; )=0,1,2) являются периодическими 
относительно переменной t, допускающими общий период 7':

fi3 (t + Л х> у) {t, х, Л-

14. Каковы бы ни были числа /0, х0 и _у0, решение
х = х(7; 70> х0, у0), 
У = У^Ло- *о> У о)
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системы (1), определяемое начальными условиями: х = хп, у = упЛ1я 
4« существует при —оо<^<С-|~оо и единственно.
Іусгь Ро = Р(х0, уф есть любая точка плоскости XOY и Р,.=

~ ^\xk> Ур точка с координатами: k
xk - x(.h + kT-,t0,x0,y0), ук = y(to_^ кТ. t0,X0,y0\ 

где t0 -фиксированное число и £ = 0, ±1,±2, . . . Обозначим через

Л = 5(Р0)
вР^®Раз°^ание плоскости XOY в самое себя, переводящее точку Р^ 
в топтЛ pv г ИЛу Условия преобразование Sk переводит точку Ро 
в точку Рк. Если найдется точка РФ0 такая, что

(У|>1),

10, в си лу условия V решение, соответствующее точке PJ при I = л, 
есть периодическое, имеющее период | # | Т.

Наряду с системой (1), рассмотрим „укороченную систему":

=/uA- + /12j, (r)
Лемма. Пусть

U = Ах*^2Вху + Су2
есть положительно определенная квадратичная форма (А > О 

С посп1оянными коэффициентами и dUfdt - ее полная производная в силу уравнений (Т).
Если в некоторой области jYx2 у2 — г г0 выполнено условие:

infill 1>о, 
r2l di \

то система (1) имеет по 
ние, допускающее период 

Справедливость леммы
топологического принципа 

Теорема 1. Пусть

меньшей мере одно периодическое реше- 

непосредственно вытекает из известного 
Шаудэра.

'Ч = 'ч (С х, у\ Х3= а2 (t, х, у)
непрерывные функции, являющиеся корнями „характеристического 
уравнения системы (1):

11 = 0.

Положим, что при х2 4- У2 — г>г0 выполнены условия:
Пр корни и а2 имеют вещественные части одного и того же 

постоянного знака, причем

IRek^Re^^l/p+^l^a, 
где 1 положительная константа.

Н2. Корни 7.J и /с2 различны и, сверх того,

О< I 'ч 41 Рч “F ^‘2I,
где [5 — положительная константа, которая в случае, если корни 
'ч и действительны, удовлетворяет неравенству

0<Р<1.
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П3. Равномерно по совокупности переменных t, х и у существуют 
конечные пределы:

Ит - 2/12— = Hm —2 = ^2.
° /11 '/22 г->oo/u— Д»

П4-
-М2 + 1 =£ о.

Тогда система (1) имеет по меньшей мере одно периодическое 
решение периода Т.

Доказательство Теоремы 1 получается путем применения леммы.
Из условия П2 следует, что каждый из корней и к2 при г-+оо 

не должен быть „исчезающе малым" по сравнению с другим. Можно 
несколько ослабить это требование.

Теорема 2. Положим, что система (1) при ]/л2 + _v2 = r>r0 
удовлетворяет условиям:

Шг. Корни и л2 характеристического уравнения (2) имеют 
вещественные части одного и того же постоянного знака, причем

I Re \ + Re л2| = |/п +/22 | > а, 

где а положительная константа.
III, . Существует положительное число 3] такое, что

1/11 “/221 < ₽i 1/11 + /221 •

Ш3. Существуют положительные числа у и 8 (1 -^8 ^2) такие, 
что

Ш4. Для коэффициентов и при г-^оа равномерно отно­
сительно совокупности переменных t, х и у имеют место соот­
ношения:

f^==Kd^o(\d\^\ /21=>М + о(1^Р/2),

где k± и k, — некоторые постоянные величины и

*2 + МО.

Тогда система (1) имеет по меньшей мере одно периодическое 
решение, допускающее период Т.

Заметим, что в теореме Лефшеца (2) для системы специально­
го вида выполнены условия, в сущности, аналогичные условиям 
Пц— Ш5, при \х|->оо.
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