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МАТЕМАТИКА

В. Я- КОЗЛОВ

О ПОЛНОТЕ СИСТЕМЫ ФУНКЦИИ
В ПРОСТРАНСТВЕ £2 [О, 2 тс]

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 24 VI 1948)

В этой заметке будем рассматривать функции определенные 
для всех действительных значений х и имеющие период 2 тс. Кроме 
того, все функции ^fx) для 0 <4 х 2 тс будем предполагать лежащими 
в пространстве £2 [0, 2 тс].

Определение. Систему функции {9« (х)} будем называть А-совер- 
шенной, если вместе с каждой функцией <р(х) к ней принадлежат 
функции 9(2х), 9(3х), . . . , ^(пх\ . . . , п — целое число. Минималь­
ную A-совершенную систему, построенную над функциями ^(х), 
92 (х), .. . будем обозначать А ^(х), 92(х),. .

     Цель заметки состоит в том, чтобы найти условия, которые нужно 
  наложить на функции 9j (х), 9, (х),..., чтобы система А [9* (х), 92 (х),. ..] 

была полной в пространстве £,[0,2 тс]. Хорошо известно, что система 
А [1, sinx, cosx] полна в £2 [0, 2 тс], но для произвольных функ­
ций 9г (х), 92(х) , .. . система А [% (х), 9, (х), . . .] может быть ' не­
полной.

Полноту отдельных A-совершенных систем рассматривали А. Я. Хин- 
чин, Н. П. Романов Ц), Н. И. Ахиезер (2), В. J. Bourgin и Men­
del (3, 4). Последние два автора дали несколько общих достаточных 
условий.

Переходим к изложению основных результатов.
Теорема 1. A-совершенная система функций может быть 

полной и ортогональной только в том случае, если она поро­
ждена тремя функциями (х), 9, (х), 93(х), причем о1(х) = 1, 
<p2 (х) =Aj cos х-ф Вх sinx, %(х) = A,cosх 4-В, sin х и А.А,+ 
+ 6^=0. ‘ ‘

Теорема 2. Необходимое и достаточное условие полноты си­
стемы А[о1(х), 9,(х) , . . .] заключается в полноте другой системы

А [1, 9х(х), 9, (х) ,...], где 91(х)=91(х)---- ~ (х) = 9, (х) —
_ «(о’

Y ’ • • • ’ обозначает коэффициент Фурье функции % (х).
Теорема 3. Если A-совершенная система функций А[1, фДх), 

9, (х), . . .] неполна, то существует ортогональная нормированная 
система функций (p.ft(x), vft(x)}, обладающая следующими свой-



1) Разложение функций uk(x) и vH(x) имеет вид 

со

(л) = 2 ank cos пх ” Ьпк Sin ПХ’ * = Ь 2, . • • , 
n = k 

со

(х)= ^^COS/lx + ^Sin/lX, Qft = 0, £=1,2,... 
n=k

2) Каждая функция их(1х) и vh(lx) (I целое) разлагается в ряд 
{pk(x), vft(x)}.

3) Каждая функция % (х) разлагается в ряд по системе 
{uk (х), vk (х)}. у

4) Выражение (cos х — А (х))2 -ф- (sin х — К vx (х))2 0 при любых 
фиксированных числах L± и Ь2.

Если система A[l, ?i(x), tp2(x), .. •] полна, то системы 
{[лА (х), v*(x)} со свойствами 1, 2,3, отличной от тригонометриче­
ской, не существует.

Этой теореме можно дать другую формулировку.
Теорема 3'. Система функций А[1, ^(х), ^2(х), . . .] будет 

неполной в Л2[0, 2 л], если существует A-совершенная система 
А[1, 0х(х), 02(х) >•••], с помощью функций которой можно апрокси- 
мировать в среднем каждую функцию из А[1, ?х(х), <р2(х) >•••]« 
такая, что: 0х(х) ортогональна k % (lx) для всех и 
в случае же £=1 при всех />1; функция 02(х) ортогональна ко 
всем функциям 6^ (1х) для и. и при £ = 2 и I > 1, и 
(0Х (х) — Хх sin х)2 + (02 (х) — Ха cos х)2 0 при любых фиксированных 
числах Л2.

Если такой A-совершенной системы не существует, то система 
А[1, ^(х), ^2(х) , . . .] полна.

Теорема 3' принимает особо простой вид, если функции <рх(х) и 
<р2(х) будут частного вида:

(л)= Va„cospnx; % (х) = Фл(*) = О Для *>2- (О
п=0 л=0

Теорема 3". Если система функций А [1, ^(х), <р2 (х)] неполна 
и функции ^(х), <р2(х) удовлетворяют условию (1), то существуют 
две функции ц(х), ^(х) такие, что:

1) Система {ц(2пх), v^x)} ортогональна.
2) Выражение (ц(х)— Хх sin х)2 Ц- (v (х) — X,cosх)2 0 при любых

фиксированных числах щ, Х2.
3) Функции ^(х) и %(х) разлагаются в ряд по системе 

{ц(2лх), v(2”x)}.
Если таких функций р-(х), ч (х) не существует, то система 

полна.
Введем теперь новую систему функций в гильбертовом простран­

стве £2[0> 2л], которая тесно связана с вопросами полноты А-совер- 
шенных систем.

Пусть разложение целого числа п на простые множители имеет 
следующий вид:

Каждому простому числу pi поставим в соответствие независимое 
комплексное переменное zt и рассмотрим ядро 
978



(П\ 00 (п) (п)afn) . aj a2
. . Zinn cos nx -f- k2>/i г2 • 

n—\

a,w. . Zinn sinnx,

где zv z2,..., zn> ... — любые комплексные числа, удовлетворяю­
щие условию

|ггКЬ /=1,2, ..., 21г'12<°°- (2)
Z-1

Совокупность последовательностей (zv z2, . . . , zn, . . • ) со свой­
ством 2 будем обозначать буквой G. и к2 — любые комплексные 
числа.

Ядро М{х, k2, zx, г2, ... , zn, . . .) определяет для фиксирован­
ной последовательности г1, z2, ... , zn, . . . из области G и любой 
пары комплексных чисел и Х2 две функции из Z2[0, 2 тс]. Легко 
видеть, что

2 тс

— । | Af (х?
2 л 1 

о

Определение. Функцию Ф(\, k2, zx, z2, . . . , z„, . . .) счетного 
числа комплексных переменных мы называем союзной <pk(x), если она 
определяется с помощью ?*(л) и яДРа М(х, Xv гі> г2, . .. , zn,...) 
следующим образом:

ф№ (kj, Х2, zx, z2, . • • , zn, ...) 
2 тс

= — {м(х, Х2, zx, z2, ... , zn, . . .)^k{x)dx^
2 7Г I 

о
— kj (zx, z2 . ■ . , гл, • • •) -4~ ^2 Фз) (гі> ^2, . . . , г„, . . .).

Теорема 4. Необходимое условие полноты, 
системы функций Л[1, <р2 (х)1 заключается
детерминант

А-с о вершенной 
в том, чтобы

О (zx, z2,. - . , zn) • • •)
ФР (zx, Z2, . . . , Zn, . . .) ф( (z1, z2,. . •, zn,.. .)
Ф] (zx, z2,.. ., Zn, . . .) Ф2 (zx, z2,. . •, zn,. . .)

(3)

не обращался в нуль в области G.
Для некоторых классов систем это условие является также и до­

статочным.
Теорема 5. Пусть дана система функций А[1, ^(х), <р2(•*)]» 

где



в^м°^гоб^“р-

При
найти ф^^йю^Гта^ имеет место тождество:

N
Vanu (nx) = f (%) 
n = 1

(4)

для любой фиксированной функции из Z2 [0, 2 к}. На этот вопрос отве­
чает теорема 6.

Теорема 6. Необходимое и достаточное условие для того, 
чтобы уравнение (4) можно было решить для любой нечетной функ­
ции f(x)cL[°< 2 к], заключается в том, чтобы полином

XT а/”) у anz\ Z2
л = 1

■Zln
(п) п

не обращался в нуль для |гг |<С И i — !• 2, . . . ,
Поступило
24 VI 1948
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