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(Представлено академиком И. М. Виноградовым 22 XI 1948)

1. Пусть п целое >-2; v = l/n;

/ (х) = апхп^-------h w, ап>0; (1)
ап,..., а^— целые; (ап,..., а±) = 1.

Обозначим через d общий наибольший делитель значений / (х) при 
х целом. Символом G (/) обозначим наименьшее г такое, что суще
ствует некоторое с, при котором всякое целое N^c может быть 
представлено в форме

N = Ч-----4- - ; xv ..., х — целые 0 (2)a d

с г —G (f), но не существует никакого с' с, чтобы всякое целое 
N^-с' могло быть представлено в форме (2) с r<G(/‘). Если суще
ствует положительное целое х0 с условием

M = d,

то всякое целое И 1 можно представить в форме (2) с некоторым г. 
Символом ^(/) обозначим тогда наименьшее г такое, что всякое 
целое ^^•l может быть представлено в форме (2) с r = g(f).

Для f (х) = х” И. М. Виноградов (2) показал, что

G (хя) < 3 п log п + 11 п.

Что касается g(xn), то в 1935 г. М. М. Артюхов (*) установил, что 
это величина порядка 2я, а в 1936 г. Pillai (4) и Dickson (s), используя 
в существенном метод И. М. Виноградова, дали для g(xn) точное 
выражение.

В 1940 г. В. А. Голубев, преподаватель математики в Кувшинове, 
в письме в Математический институт им. В. А. Стеклова высказал 
предположение, что для многочлена

<? (х) = X (х + 1)-• • (X + п — 1)

G (?) и g^) примерно одного и того же порядка.
Эта заметка посвящена исследованию G(<р) и £(?).
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Попутно приводим и некоторые другие результаты. При доказа
тельстве мы пользуемся методом, близким к методу И. М. Виногра
дова для решения проблемы Варинга.

2. Пусть f (х) вида (1); d'— общий наибольший делитель значении 
у (Л) при х целом; р— простое число; г и р — целые постоянные.

Символом р = Р (р) обозначим наименьшее целое число со следую
щим свойством: существует целое число b с условием, что для любых 
целых т и s>P разрешимо с целыми х сравнение

—~ = b + тр^ (mod ps). 
d

Пусть, далее, r0 = max (2 п + 1, р^,р^1), где pv ..., pt — различ
ные простые делители d1, а Рг = р (pt). Полагаем

а а 00— 2ni — Nd
A(q) = q~r dd ^ra.qe 4 ; a(^) = A(q).

a=l ?=I
(в, P = 1

Лемма 1. При r^ra

В доказательстве пользуемся для (a, ps) — 1 неравенством

(3)

выводимым при помощи леммы Л. К. Хуа (3).
Пусть Р = ’ где такое наименьшее положительное

целое, что для любого ^^>0 и любых положительных xt
2*+г-1

/ (р + 0 + ^d f
1 = 1

т=Р^; Рг = [0,25 Р]; Р2 = [0,5РП;...;Р,с=[0,5Р^];

^ = Р,,Р,+ 1........2PS—1; s = l,...,^;

-------B/(U; — число всех «;

/ (/V) — число представлений целого числа N в форме

jq _ fS^L j____ I- + X ;
d d d d

где X, —целые >0, и' принимает те же значения, что и и; ^0 = ^ — 
и и’ 
d ~ d
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Очевидно,

ЦП)= J LGUle~-nlxNdda.; La= Хе2п«а/(ж).
1 x =1 “

Обозначим через часть интеграла I (N), отвечающую интер
валам

__L<a_±C-L; (a,?) = l; 0<a<^.
?- q qt

Лемма 2. При г^Чп + 2

г 4- d^1 V

1 a„ n, u •

Применяя к оставшейся части / (^) теорему И. М. Виноградова (г), 
получаем следующую теорему:

Теорема 1.
fmin (rv r0 +r2 — 2nlog^ при r0<r1;

G (/X { \ 2n 1
' r0 npur^r^

где

при л>12 гг = [Юл2 log/г]; r2 = 4ralogn + 2nlog log n + 3,2 n, 
при 4<л<11 r1 = 2n+l; r2 = 4n(n — 2)log2+ 4.
Следствие.

G (а^х* + a3x3 + а2хг + a^x) <C 27.

Лемма 3. Для ? (%) и p^n имеем

₽(P) = 1.

Следствие. Пусть для л = 2,3,..., 11 А(п) принимает значе
ния 5, 8, 17,31, 45, 63, 81, 103, 125, 155, а для п>12

А (п) = 4л log п + 2 п log log п + 5,5 п.

Тогда для f(x) = <р(л), а также для f(x) с условием d’ = 1

G(f)^A(n), 
причем 

n<G^).

Символом Н (t, п) обозначим для />-1 наименьшее г с условием, 
что всякое целое положительное может быть представлено 
в форме

N-n\ =<р(х1)+. . .4- <р(а:,.); х„ ..., хг целые >0.
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Лемма 4. Для и целых положительных # и имеем-.

-kin
Hyt.n^k+H{ent* , п);

м
ф(^і)

+ ^i + «h + logn),

где у — постоянная Эйлера.
Отсюда непосредственно следует
Лемма 5. При t^en

Н (t, п)^.п log log t + 4,5 п + 3.

Теорема 2.
,Г«Т^ , х J|«2logra + 8zilogn

п + [у] <:£■(?)<: < 2
(л3 log 2 + 8 п

для п 14;

для Ь^п^ 13.

Для доказательства теоремы необходима оценка всех встречаю
щихся постоянных. Наиболее существенным оказывается влияние по
стоянной с(п) неравенства (3).

Полученный результат можно несколько улучшить.
Поступило
22 XI 1948
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