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МАТЕМАТИКА
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О РОСТЕ ПОЛИНОМОВ НА МНОЖЕСТВЕ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 10 VI 1948)

Пусть Е —множество точек плоскости комплексного переменного 
и Р„ (г), п= 1,2, ..., последовательность полиномов степени и таких, 
что в каждой точке Е

firn" /\Р„ (Ж< 1, z С Е. (1)
П— со

Положим

1(E) — lim Ктах|Р„ (г)| , 
п-»оо Е

где £— замыкание множества Е. Число 1(E) зависит от взятой после­
довательности Pn(z).

Рассмотрим всевозможные последовательности полиномов, удов­
летворяющие условию (1), и положим

L (E) = sup I (Е).

Очевидно, что L(E) >1. Если Е состоит из конечного числа точек, 
то L(E) — \. Если Е неограничено, то L(E) — °°. Если из множества 
Е удалить конечное число изолированных точек Е, то L(E — E}) = L (Е). 
Легко проверяется, что L (Ег Д- Ё2)^ max {L (EJ, L (Е2)}. Если Е±аЕ2, 
Е^ТК, то ЦЕ^^ L (Е2). Без труда доказывается, что условие (1) 
можно заменить требованием сходимости к нулю последовательности 
полиномов Pn(z) на Е. Через F„ мы обозначаем сумму счетного 
множества замкнутых множеств.

Теорема 1.
L(E)= sup L(F„). (2)

£CFaC E

Доказательство. Если EcFa, E—Fa, то L(E)^>L(Fa). Сле­
довательно,

L(E)> sup Т(Ж (3)
ECFaCE

Если последовательность полиномов Pn (z) сходится к нулю на 
множестве Е, то, в силу доказательства теоремы 1 из (Ч, последова­
тельность полиномов Рп(г) сходится на множестве F*n, F)^ Е. По- 

11
лагая Fa=FaE получим
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I (E) = lim У max | Pn(z)\ = л-»оо E
= lirn r max ± pn i (Fo) < L 

j E ‘

l (E) < sup L (F^, L (E) = sup / (£) < sup L (F^. (4)
ECFaCE ECFaCE

Из (3) и (4) следует (2).
Пусть F — ограниченное замкнутое множество, емкость которого (2) 

т (У7) >0. Пусть D(F) — та из областей, дополнительных к множеству F, 
которая содержит точку г = оо. Известно (3), что существует функ­
ция Грина gF(z) области D(F), гармоническая в области всюду, кроме 
точки г = в окрестности которой функция gp(z) имеет представ­
ление gF (z) = In I z I Д и (z), где w(z) — гармоническая функция в окре­
стности точки z=oo, причем т(£) = е-“<").

Пусть
Е = Fx 4- F2 -ф- ..., F^ F2cz ..., х (FJ > 0. (5)

Последовательность функций gFi(z), gFJz),... монотонно убывает 
в области D{E). Положим

^(г)= lim gp (z). (6)
zz->co zz

Можно доказать:
Лемма 1. Предел (6) не зависит от способа представления 

множества Е в виде (5).
Лемма 2.Если Е^Е^, то gEi(z) gESz) 8 области D^).
Лемма 3. Если Е±с.Е2, то равенство gE (z)— gE (г) имеет 

место тогда и только тогда, когда хуЕ-,) = (£2).
Мы сохраняем обозначения из (2).
Лемма 4. gE (г) = gE(^ тогда и только тогда, когда множество 

Е х-измеримо.
Пусть Г —граница области D_(E), Г'— множество предельных 

точек границы Г. Положим a(%)=lim gE (z), л:£Г, z^ D,
Z^X

a(£) = max a (%).r £ Г'

Легко доказать, что a(£)<ln—, где d (Е) — диаметр мно- 
х, (Е

жества Е.
Пусть tn (г, F) = zn 4~ 4~ • • ■ 4~ — полином, наименее укло­

няющийся от нуля на множестве F, корни которого принадлежат 
множеству F. Положим mn(F) — max \tn(z, F)\.

F
Известно (4), что

т(£) = 1іт1/ mn(E).
Легко доказывается:
Лемма 5.

^.(г) = 1іт1 , z€D(F\ (7)
mn \r)

Лемма 6.
(8) 
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Доказательство. Если последовательность полиномов Pn(z) 
сходится к нулю на множестве Е, то, в силу доказательства леммы 2 
из 0), по числу е„>0 можно указать множество Fn cz Е, т (Fn) > 

— sn> сходимость на котором будет равномерной.
Пусть s„-*0 и Er — Fx Д- Р2 Д- ..., Fn с: Рп + г В силу теоремы 3 

из (2) т, (Е^ = lim? (ЕД = т. (Е). В силу леммы 3 ^(г) = ^(г).
Пусть D1~ область gE(z)>v.(E) Д- г, е>0. В области Dx может 

находиться только конечное число изолированных точек множества Е. 
Выбросив их, мы не изменим числа L(E). Последовательность фун­
кций gEn(z) сходится к функции gEi(z) = gE(z) равномерно в замкну­
той области Dv Следовательно, gF^ (z) Д ^(Е) Д- 2s на границе Гг об­
ласти Dv если ra>^(s).

Так как на множестве Рп последовательность Р (z) сходится к 
нулю^равномерно, то |РДг)]<1, s>m, z с Fn. Известно (5), что при 

этом V\Ps(z)l<^e 11 , zc D(Fn). Следовательно,

___ s ______ ____ ___ , 5
1(E) = lim ] max /-Дс) < lim /шахДДН < (£) + 2\

L(E) = sup/CFX^^4-^.

Из произвольности s>0 следует лемма 6.
Теорема 2.

ЦЕ)^е*(Е\

Доказательство. Пусть Е = Fx Д- F„ — . ... F с F, с: 
Пусть х — та точка множества Г, в которой а (%)'= а (Е)/

Обозначим через множество точек множества /Д, не принад­
лежащих кругу \z л| Дг„, где гп—последовательность положительных 
чисел, стремящихся монотонно к нулю.

Положим Er = Fj Д- F, Д- ... Множество Ег может отличаться от 
множества еда одну точку х, если она принадлежит множеству Е.

Так как Fn с Е, то gp (г) > g (z). В точке х имеем

gp (х) > Шп gp (г) = 7. (л-) = а (Е). X -> Z

Точка х — предельная для множества Е. Так как функция gp (г) 
непрерывна в окрестности точки х, то найдется точка х„, х 2 Е 
xn^E>(Fn), хп^- х, такая, что

к ~ г«> гп Д* гп 0.

В силу леммы 5 имеем

gpn (л) = lim J_ In .
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Выберем последовательность чисел sn так, чтобы выполнялись
условия:

1) sл 4-1
2) 3) In 

s„

S„ Я’ ^п)

*-"4 (Л)
а (£) — 2е„.

1 Іоследовательность полиномов

^,п<п Дп)
и

сходится к нулю на множестве Е. В силу условий (2) и (3) получаем 
sn +1____________ sn + ’_________

/(£■)== lim /max|Qin + 1(z)|>lim +, (x„)| > e* (9)

Из (8) и (9) следует теорема 2.
Из теоремы 2 следует, что для ограниченных множеств Е при 

<F)>0:
L(E) = ел(Е> <е"^> = <оо,

Если Е бесконечное /’□-множество и т, (5) = 0, то легко показать, 
что L (Е) = оо.

Пусть D — область, содержащая точку г = оо, и Г — граница 
области D. Пусть f (х), х—точка границы Г, непрерывная функция. 
Если для всякой непрерывной функции f(x) существует гармоническая 
в области D функция «Дг), имеющая предельные значения на гра­
нице Г, совпадающие с f (х), то говорят, что в области D разрешима 
задача Дирихле.

Можно доказать:
Теорема 3. Для разрешимости, задачи Дирихле в области D 

необходимо и достаточно, чтобы граница Г не имела изолирован­
ных точек и чтобы выполнялось равенство Z(T)= 1.

Поступило
10 VI' 1948
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