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СУЩЕСТВОВАНИЕ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ У ОДНОЙ СИСТЕМЫ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 18 VI 1948)

1. В данной работе рассматривается система 

\Kl(.x,y)gi{u1(y),u^y),...,un(y),y)dy (z=l, 2,. ..,л) (1) 
в

в предположении, что каждое ядро К,(х,у) симметрично, положи
тельно и удовлетворяет условию

ОС,

притом
gi (и1} и2,..., ип, х)=— G (и^ и2,..., ип, х)

g{ (0, 0,..., 0,x)=G(0,0,..., 0, х)=0 .

(2)

(3)

(4)

в в

и

для всех х € В, где В есть ограниченная область евклидова простран
ства одного или большего числа измерений. Такую систему, рассмот
ренную А. П. Гремячинским (9, естественно назвать однородной.

Пусть при система (1) имеет решение «Да) —фДл), где
каждая функция фД%) отлична от нуля на множестве положительной 
меры; тогда совокупность чисел (р?.р(0),.назовем собственным 
значением этой системы, а совокупность функций (ф^л), ф2(л),... 
..., фл(л)) назовем собственным элементом или собственной функцией 
системы.

2. Основная теорема.
Лемма 1. Если %(х), <?2(х),..., % (х),..., %€ В, есть ортонор- 

мированная система в Ь2, а ... ,\k,... —какая-нибудь рас
ходящаяся последовательность неубывающих положительных чи-

т
сел, то множество функций ыт(х) — V —-— ^h{x), где т — 1,2,...

Уч т
и |]Е<т)||2= ^^2^с2 (с выбрано произвольно), компактно в Ь2. 

*1
Это предложение доказывается чрезвычайно просто.
Теорема 1. Система (1) имеет не менее счетного числа соб

ственных элементов, принадлежащих L2,n и сходящихся в среднем 
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к нулю, если совокупность функций g^u^m,,... ,ип, у) есть непре
рывный оператор в т- е- из сходимости (и1т(х), • • • > ^пт W) 
к (ut (х) ..., ип (х)) вытекает сходимость (gt (и1т (х),... ,ипт (х), х); 
g, (и^ (х),..., ипт (х), X),...,gn (Ulm (х), ..., ипт (х), х)) к (и^ (х), . . . 
.:.,un{x)x),...,gM^>--^un^’^)- л х

Приведем ход доказательства этой теоремы. Пусть (?ir (х), ^i2(x),... 
... , (Dik (х),... и Хг2........• • • (0 < Kk < *4-1) есть вся система соб
ственных функций и чисел ядра К^х, у) (в смысле теории линейных 
интегральных уравнений). Рассмотрим множество функций

1’) = пт^и , «я, , • • • Дп1 " , ■ • • , ) —

= \ о У1ті (У), ы2та (у),. .., ^птп (у), у) dy,
: В

где^.(у)=У-^ (у) и 7=1,2,
1 "

число сг выбрано произвольно). Из леммы 1 и свойств функций g{ и 
Ki вытекает, что каждая функция Нт этого множества непре
рывна и имеет частные производные

— Нт %k (у) gi • • • > шпт (у), у) dy
Kik j

в топологическом произведении сфер ||^т; (« = 1, 2,... ,п). Сле
довательно, на топологическом произведении поверхностей этих сфер 
Нт достигает своего абсолютного минимума dm и абсолютного ма
ксимума Dm. Из необходимых условий существования условного 
экстремума находим, что

Kim{X, У) gi (ф1даі (у). (у) - у) dy, (5)
' В

= 2. С фгт g[ (ф1ті (j), . . . , ^nmn {y\ y) dy, (6)
ci в

mt
^іт.= У. (1 = -[,2,...,п-т~1,2,...), (7) 

где (^■m.)) есть точка, в которой Нт достигает dm, т. е. 

dm=\c (фіт, (у), (у),. • •, ф„т„(у). У) dy,
В

т. 
Kim, (х, у) = 2

^ik

(8)

(9)

а — множители Лагранжа данной экстремальной задачи. Аналогич
ные выражения мы получим для точки в которой Нт достигает 
Dm. Выражение (7) для точки обозначим через Tfm.(x). Отме
тим, что в случае вырожденных ядер (5) совпадает с (1) и (7) яв
ляется нетривиальным решением, которое соответствует значениям 
рьг = X•mi). В общем случае положим т~т для г = 1,2,..., п и рас
смотрим последовательности
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lim— \ Фіт (х) dx , 
J Л»1В

f с2

{x)dx^^-.
J ^/1в

Из (3), (4), (8) и условия теоремы 1 находим, что

\dm\<M V
Z = 1

(10)

(И)

(12)\Dm\<M ^Llm.^іт’

где число /И не зависит от т. оначйі^, если Ііш lim lim 0, то m->oo m-»oo
для всех m dm=Dm=0, ибо из постановки экстремальной задачи 
ясно, что

•.. -Д d3 d2 ^7 d Д1 7Д Da ,

а потому (5), (6) и (7) сохраняются для всякой точки Wmp топологи
ческого произведения поверхностей сфер. Оказывается, что в этом 

случае (7), т. е. функции фг-т (х) = V - ^tk М удовлетворяют си- 
*=i V ^ik

стеме (1), как только Ясно, что таких функций будет не
счетное множество. __

Остается рассмотреть случай, когда lim/,т = аг->0. В этом случае 

мы можем выделить подпоследовательность '^т.фх) (^ = 1, 2,...), для 
которой lim > ^/2 > 0. Далее, тем же приемом, как устанавливается 
(12), мы из (6) находим, что ограничены. Отсюда и из леммы 1 
вытекает, что последовательность mk содержит такую подпоследова
тельность pk, для которой и фф* (х) => ф,С1 (х), где || ф/С1 Ц >
>/^>0. Отсюда и из условия теоремы легко вытекает, что 
(фиДх), (х) ... .фпсДх)) есть собственный элемент системы (1), ко
торый соответствует собственному значению (ри, ^21,.... pni). Далее, 
очевидно, что ф^Дх) удовлетворяет неравенству (10), а так как сг — 
произвольное число, то можно выбрать такую убывающую последо
вательность положительных чисел с^, чтобы соответствующие им соб
ственные элементы (фы7(х), Фас.Дх),..., ф«с.,(х)) системы (1) удовлетво
ряли условиям Цфі^ДКЦф.гДі и || ф,-^0 при v-> оо. Теорема до
казана.

Приведем теперь несколько условий непрерывности оператора 
Яг«=^Д«1; и2, ...,w„,x).

Лемма 2 В. В. Н е м ы цк о г о (2). Для того чтобы функции 
ft (и^ u.v ..., ип, х), непрерывные для всех действительных (и.^, и2,... 
... ,ип) и измеримые в В по х, представляли собой непрерывный в L^.n 
оператор по отношению к сходящейся в Ьч,п последовательности 
(у1т(х),и2т(х),..., Щт'хУ) (т = 1,2,...), достаточно, чтобы, для 
этой последовательности выполнялись неравенства
\фДи\т{х), uim^x\ ... ,ипт(х), х^^ЬДх) (т=1,2,...; i= 1, 2,.. п), 
где L, (х) суть какие-нибудь функции из Ь2.

Лемма 3. Для того чтобы функции ft (uv и2,..., ип, х), непре
рывные для всех действительных (и^ и2,... ,ип) и измеримые в В 
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no x представляли собой непрерывный оператор в L^n достаточно, 
чтобы

п
\fi (и1; «2,..., ип, х) | < ai (х) + bt V \ик fi* (r=l, 2,... ,n),

й=І 
где

^>0,ai{x)>0, b^O, 0^рік<1).

Эта лемма является незначительным видоизменением леммы 
В. В. Немыцкого. Заметим, что лемма сохраняется, если в правой 

п
части неравенства содержится еще слагаемое с{(х) У где

^ = 1
0< Ci (x)€L2 и 0 < qik < 1/2.

Лемма 4. Если ft (и^ и2,..., ип, х) удовлетворяют условию Лип
шица 

п
\fi(v1,v2,...,vn,x) — fl{u1,u2,...,un,x^a У 

а = і

то они представляют непрерывный оператор в L2,n-
Из этих лемм и основной теоремы 1 вытекает следующее пред

ложение.
Система (1) имеет не менее счетного числа собственных элементов, 

принадлежащих £г,л и сходящихся в среднем к нулю, если каждое из 
ядер К-^х, у) симметрично, положительно и принадлежит L2, т. е.

О < Д'? (*> jO ^.У < + ОО,

в в

а каждая из функций gt (и^ и2,..., ип, %) удовлетворяет одному из 
условий Аг или А2.

Условие Av gt (u1; и2,..., ип,х) для всех действительных 
(и1? и2,..., и^ непрерывна по (и1г и2,..., ип), измерима в В по х 
и для всякого ко мпактного в Z.2,n множества (гц (х), и2 (х),..., ип (х)) 
удовлетворяет либо неравенству

| g.t {иг (х), и2 (х),..., ип (х), х) |< Ц (х) € L2,

либо неравенству
п

I gi (х), «2 (х), ип (х), х) I < йі (x)+bi У I uk (х) IPik
Й=1

где
а^^+я (а>0, аг(х)>0, ^>0, 0<^<1)-

У с л о в и е Аа. gi (и» и2,..., ип, х) удовлетворяет по и2,..., ип, х) 
условию Липшица.

Автор выражает благодарность В. В. Немыцкому за советы по 
этой работе.
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