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МАТЕМАТИКА

С. НИКОЛЬСКИЙ

ОБОБЩЕНИЕ ОДНОГО НЕРАВЕНСТВА С. Н. БЕРНШТЕЙНА

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 21 IV 1948)

Положим для функции f(x) (вообще комплексной), заданной на дей­
ствительной оси, для всякого А>0

(/) = Дл (/,%) = Д^ (У,л) = У (л + Н)-f(x),

№ (У) =Д<л) (У, л) = Дл (У), х} = 1, 2,...),

= sup I Д(й’(У,х) I , <о(*\у, 3) = sup aw(f, h).
х 0<Л<5

В этой заметке мы доказываем теорему:
Теорема. Если f(z) есть целая функция экспоненциального 

типа степени р, для которой при заданных k и h (^ = 1, 2, . . . ; 
0<Л-<тс/р) величина (f, h) конечна, то производная (х) по­
рядка б ограничена на действительной оси и удовлетворяет не­
равенству

sup 1Уот(л) | < М “У
-- 0O<A<CO 2^ I Р /

В нем можно заменить на ы, и в обоих случаях оно обра­
щается в равенство при f(z)= sin?z.

Эта теорема представляет собой обобщение известного неравенства 
С. Н. Бернштейна, так как если функция у (г) экспоненциального типа 
степени р ограничена на вещественной оси, то

\^(f,x)\
k

4 Ckf {хіК) <2* sup Щх)\.
г=0 —оо <л<оо

Я хочу еще отметить, что получению мной этой теоремы пред­
шествовал следующий результат, полученный С. Б. Стечкиным.

Существует константа С, не зависящая от п, такая, что для всех три­
гонометрических полиномов Тп(х) порядка п имеет место неравенство 

sup | Тп^ | <C„sup sup | ГДл-ф-Л) —Г„(х) | . (2)
—ОО<А<ОО X j h | ^1/П

Из сформулированной теоремы, в частности, следует, что если в (2) 
заменить 1 / п на I п, то наименьшее С = 1 / 2.
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Доказательство. Докажем сначала теорему в случаях p=#=t 
и А = те.

Итак, пусть f^z) есть целая функция степени 1, для которой

sup | /(х Д-те)—/(х) | = сй(Дте) =м<оо.

Полагая х = #те Д-а, 0<Са<Дте, получим

I/WI =
k

2 + а) “f ((z —1) к+ а)]
г=1

<СД1+ I X I )<С2 I i^x I ,

(3)

(4)
где С, и С2— константы, откуда, по теореме С. Н. Бернштейна Д),

I /0 + О') I <С3 | x^iy | e'yl. (5)

Зададим произвольное действительное число х и пусть Сп обозна­
чает окружность в плоскости комплексной переменной £ радиуса 
R — R(x) = | х | с центром в точке х.

Полагая 

получим

. rf. , п f (х+(k-
_ L I / С* + Оf (х\ -VI _________ \ \ 2 / 7 _
2tw’J cos £ J 1 ’ — / i ха 2

C„ *=-(л—1) 6 —  1 те
V 2 J

п
= /'(x) — ff17;1 — —^+О + ^л^+Ь (6)

4=2

Если воспользоваться неравенством | cos£ | ^>Re^' (£,=у-\-іт}), 
где К — положительная константа, имеющим место на Сп, то, в силу (5), 
левая часть (6) ограничена равномерно относительно х и п | х | ). 
Это же имеет место для суммы последних трех членов (6), так как

I ’ll | О, I —W1 I <2«, | 7]* I ^Сп.

Таким образом, | f (х) | <;С для вещественных х, откуда, на осно­
вании неравенства Бернштейна, | /(л)(х) | <С («= 1, 2, . . .). В таком 
случае оценка ряда Тэйлора /(х Д- iy) по степеням iy даст более 
точное, чем (5), неравенство

ІЯх + ^КСДіД- ixD + Ce1^

благодаря которому легко заключаем, что левая часть (6) при фи­
ксированном х фактически стремится к нулю при R-^oa так же, как 
последний член правой части (6).
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Следовательно, условие (3) влечет

/«= 2--------п. . 
k=-- QO \ k — •--- |

V 2 /

(7)

Это равенство в предположении, что целая функция первой степени 
•ограничена для — оо<х<оо, давно уже известно в литературе (см., 
например, (2)). Мы только несколько расширили область его приме­
нимости.

Из (7) с помощью преобразования Абеля следует

/' (X) = + V (Т]А — ^+1) .

*-2

В частности, для /(х) = sinx при х = О

= 2 = 2 sign пх, —^+1 = 4signaft, 
и, следовательно,

1 =2{|oJ + 22 Ы},
* = 2

■откуда

I/'W I <{1°г1 4-2^ 1°*И« = у, 
й = 2

и теорема для р — = 1 и h — к доказана.
Случай произвольного р и = 1 сводится к доказанному, так как 

если/(г) степени 1, то /(рг) степени р, и наоборот. На основании тех же 
■соображений с помощью уже доказанного заключаем, что если /—це­
лая функция первой степени, для которой | f (хh)—/(х) | ограни­
чено для — оо-<х<оои при | А | О, то это влечет ограниченность 
|/(х + О— /(х) | .

Допустим теперь, что теорема верна для —1. Из ограничен­
ности д(*’ (f, х) = дЛ (Д(Т" (f), х) и верности теоремы при т= 1 сле­
дует ограниченность

4 д^ГЧЛ х^дТЛДл),

а также Д? ^(Лх) и ^т> (f, х). Поэтому

І Д^СМ | <±ы^(Дк).

С другой стороны, из ограниченности левой части этого неравен­
ства следует ограниченность (х) и неравенство

1_ 
2m-i

sup Д^!)(Л Л) 1 (mi 
----- Ч 2m

Примечание. Доказанная теорема может быть без труда обоб­
щена на случай многих переменных и на другие метрики. Например, 
имеет место следующее утверждение.
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Пусть Е — пространство типа (5) функций f = f(x, у), заданных на 
вещественной плоскости — оо <х, _у< оо, такое, что: 1) вместе с/(х, у) 
к Е принадлежит /(х + h, у + k) и || / (х, .у) || = || Дх + h, у + V II ; 
2) из/„ g £ (п = 1, 2, . . .), у fn—f іі -^0 и sup | fn(x, ў)—tp{x,y) | -*0 

Л, у
при п->оо следует f (х.у) = ? (х,_у).

Пусть далее функция f(u,v) комплексных переменных и и v 
есть целая степени г по и и целая степени s по и такая, что: 
Ш(х,у) € Е — oo<x)j/<co; 2) разность (f, х, у) = Д^ (/) по­
рядка k по х с шагом | h | ~ / г и порядка I по у с шаго*м | g | к / х
ограничена для — оо<С%, j<oo.

Тогда dk+lf ! dxk дў Е и

dtk ду1 2k+l

г.
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