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Член-корреспондент АН СССР В. В. СОКОЛОВСКИЙ

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ВОЛН СДВИГА 
В УПРУГО:ВЯЗКО-ПЛАСТИЧЕСКОЙ СРЕДЕ

Настоящая работа посвящена осесимметричной задаче о распро­
странении цилиндрических волн сдвига в среде, которая обладает 
упругими и вязко-пластическими свойствами.

Напряженное и деформированное состояния в цилиндрической си­
стеме координат г0г, ось z которой совпадает с осью симметрии, 
определяются компонентами напряжения тг0 и деформации угв; эти ком­
поненты не зависят от 0, г и являются функциями г.

В основу зависимости исследований положим
^Yr0 ^Tr0

Ц ------- - = ---------
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+ при
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(1)

предложенные К. Гогенемзером и В. Прагером.
Здесь приняты обозначения: х = sign^, t— время, у. — модуль сдви­

га, Ту — предел текучести на сдвиг, т^ = тл/р — деформация сдвига, 
соответствующая пределу текучести, #— физическая константа.

Уравнение движения имеет вид (X — плотность материала):
. 2тгб

dr г dt2
(2)

Уравнения (1) и (2), если вспомнить, что 
див див

(3)

приводят к следующей системе уравнений:

= к &L- = ^ + ^(|Д01—Л
dr г dt у dr г J dt

~VJ_, (4)
dt dr г

где функция <р определена равенствами
?(г) = 0 (г<0); 9 (г) = z (z^ 0).

Движение среды, соответствующее решению уравнений (4), назы­
вается волной; цилиндрическая поверхность раздела двух волн, пере­
мещающаяся с течением времени, — фронтом.

Два первых уравнения (4) содержат тл0, ц0 и составляют систему 
гиперболического типа. Уравнения характеристик этой системы

(dVп V л \ /^,(1 । 2 \ < • Z | г X—------- ) = + с I  ---------- ) + ( I Х г I »dr г у \ dr г J (5)
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где с / X, устанавливают законы распространения фронтов волн и 
законы изменения тл0 и вдоль этих фронтов

Волны, на фронтах которых хгв, и уг6 претерпевают скачки на­
зываются прерывными или ударными и’ на

^0’ 4 и тг0 должны удовлетворять условиям кйнематйтескоіГ^д^ 
мической совместности «^ическои и дина-

«в=0илис—9-ф—е=0 X™ J-? =0
dr dt 0 ~ У© и при г = ct ~ф const,

которые на основании формул (3) могут быть преобразованы к виду 
+ 4 = 0, lev* + тга = о при г = Ct + const. (6) 

Ниже будем пользоваться безразмерными величинами

. = р=*4 8 = ^( G=^

сохраняя за ними названия соответствчютггиг паочао., Уравнения (4) принимают вид У Щ РазмеРных величин.
дТ . 2Т dV dV К ат7~+-=—, 4-9(7—Н dG дУ уд? Р РР р

Уравнения характеристик (5) будут:
(8)

P = ±T + const, = + [dL 2Т\

Условия кинематической и динамической совместности дают 

G 4- = о, v + Г = о при Р = т + const.
Уравнения (8) приводят к канонической системе уравнений

^_^ = 2Г+И+ ду дг 2T V

2а = т4-р, 2р=т — р
И к уравнению

О)

(Ю)

(11)

dG = аг
дх дх 1). (12)

sa: кг-г-
Условия кинематической и динамической совЙсФосиЪо^аЙ

T=-V = G прир=р0 + т. (13)
Значения этих величин ппп а_ „ ~ а

индексом ,0", также связаны равенством гД0™Р“4йДе'' 0™<™ть 
На переднем фронте Р=рР + т, на основании" 79ft(13), „Меем

dp 1 р 1) =0. (14)
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Решение уравнения (14) будет 
с

Т= 1 + [У —exp / — у) 1 exp ^d'c, (p0<P<Y); т = у * (Р>Т)> 
' \ ■ -R

причем у находится из уравнения

(7'о—1)|Z (16)

/?о
где обозначено R = У р / 2, Ro = Vpo/2, С=]^у /2-

Формулы (15), (16) имеют место при 70^>1.
Уравнение (12) и условие (13) приводят к формуле

G = 7 + $ т {7(т,р) — 1}Л. (17)
р— Ро

Пусть для какого-нибудь значения р компонента напряжения Т 
при т > р — р0 изменяется непрерывно, причем

7>1 при р — р0<х<т(р); 7<1 при т>т(р),

где т = т (р) — момент, когда 7 = 1.
Компонента деформации G имеет вид

G = 7+p — ро — х+ ( 7 (т, р) (Zt (р — р0 (р))1 

р —р.

G = 7 + Gr (р) (т т (р)).

и рц имеют координаты т=у — р0,

Компонента остаточной деформации ОДр) равна:
^ (?)

ОДр) = р — ро — т(р)+ 7 (т, р) dx = О, (р) 1.
р — р.

Индексом *“ обозначена компонента деформации в момент т= т(р).
Рассмотрим распространение цилиндрических волн сдвига, когда 

на цилиндрической поверхности р = р0 задано (70Д>1)

7=70(1-
Компонента деформации на 

цилиндрической поверхности 
р=р0) вследствие формул (18), 
имеет вид:

О=7-тД-7от (1— 
у ^11 

(0<Д<Д,); (20)

G = 7+ 70J^(t,<^<t1),

где ^, = ^(70 — 1) / 7U.
На рис. 1 изображены 

области движения, построен­
ные в плоскости тр; точки р

и 1:=^, р = р0-
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Компоненты напряжения Т и скорости V находятся nv™»
ния решения уравнений (И) по данным (13) и mt п построе- теристики р=Ро+т (K=0-pn/2 8=-./9t (15) ВД0ЛЬ хаРак’ 
вдоль прямой р = Ро (2 а = т 4- р 2В = т -Л° Г сЛ П° данным О9) шение уравнений (II) нрн / треуг0^ ‘Х™ Ре-

хавиХТХЙ?^^ Это решение имеет ме-

Далее решение уравнений (11) при tWsoPn-
в криволинейном треугольникеР и и а ° строится последовательно 
в полосках и,пи9п и, V „ и !, в тРеУгольнике Р'нРгіРга,
И iz на линии непрерывны^2 32 У величины Г

Компонента деформации G определяется пп fist ™ есть уравнение комнонент’а

о.Ы~^г.1^-, ом = ом-і (Ро<р<т); о,(Р) = о(Р>т)

Значения компоненты остаточной деформации О, (р) будрт (у=V3h
Р 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 20 2 1 2 9 2 8 278 

Г 0,50 0,35 0,25 0,18 0,13 0,10 0,08 0,07 0,06 0,05 0,04 0,03 0,02 0,01 0,00

На рис. 2 в плоскости тр и нанесены линии Т = const
Институт механики

Академии Наук СССР 
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и V — const.
Поступило 
12 IV 1948


