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МАТЕМАТИКА

Действительный член АН УзССР В. РОМАНОВСКИЙ

НОВЫЙ СПОСОБ РЕШЕНИЯ ОДНОРОДНОГО РАЗНОСТНОГО 
УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Пусть дано однородное разностное уравнение я-го порядка 

— a^n+k-\ — ... — an^k=0 (1)

с постоянными коэффициентами а1г а2,. . ., а„ (an=f=ty и даны началь
ные значения

??. ?2> • • ■ ’ 

неизвестной функции ук. Требуется найти функцию удовлетворяю
щую уравнению (1) и для ^—1,п принимающую значения (2).

Это решение уравнения (1) может быть найдено следующим обра
зом.

Заметим прежде всего, что уравнение (1) можно написать в ма
тричном виде

| Еу— A|<pft=O, (3)

где Е — единичная матрица n-го поряда, 

/аг 1 0...0\
/ а2 0 1 ... 0 \

А = I..........................I
\ ап_х 0 0... 1 / 
\ап 0 0... 07

и где после разложения левой части по степеням ? нужно степени 
заменить на <рк+н-

Возьмем далее однострочную матрицу

С—; . •.,

с произвольными постоянными элементами q, сг,. ,сп и составим 
произведение CAk *, которое представляет также однострочную матри
цу. Сумму элементов последней мы обозначим через (САк '•), так что

п т
(СА*-^ 2^°’ (4) ’

а=1 = 1

если через а^1' обозначить элементы степени А* 1 матрицы А.
Заметим теперь, что функция (числа £)

^{СА^} (5)
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представляет решение уравнения (1), зависящее от произвольных по
стоянных с^. Справедливость этого утверждения ясна из того, что, 
согласно известной теореме Кэли, матрица А удовлетворяет уравне
нию

|Е? —Д| = 0.

Следовательно, выражение (5) будет требуемым решением уравне
ния (1), если мы найдем такие значения постоянных са, которые 
удовлетворяют условиям:

(С A'1) = , h = 0, га — 1 (6)

(А9 = Е) и подставим найденные отсюда значения сл в выражение (5).
Однако, как можно показать на примерах, условия (6) не всегда 

могут быть удовлетворены. Но, исходя из общего выражения (5), 
можно указать такие другие выражения для yk, для которых уравне
ния, аналогичные (6), всегда разрешимы относительно ся. Действитель
но, тот факт, что выражение (5) удовлетворяет уравнению (1), обо
значает, что ему удовлетворяет и каждая из функций (числа #)

ДЮ— V г п{к ]) •
а = 1

Написав уравнения
п ________ _

й=0,л-1, (7)
а = 1

мы без труда проверим, что определитель их равен либо —1, либо 
+ а„=4=0, так что они дают определенные значения для сл. В частно
сти, если мы положим р=га, то увидим, что уравнения (7) обращают
ся в такие:

Сп — Ъ’ ^--1= ?2, • • • , ^1 = ®°- (8)

Следовательно, требуемое решение уравнения (1) можно написать 
в виде:

о <л -1) . а (А-1) । । о (*-i) (9)
^п^іп I ?я-1О:2л 4- . • • —?lOnn •

Последние утверждения относительно уравнений (7) станут ясными, 
если мы проследим, как составляются последовательные степени ма
трицы А. Мы имеем

гаР 1 0...\
/ Л(2) „(О А 1 \

Д2І а2 02 J ' ’ ' • ,

\ап} йп 0 0... /'

где а^ = а.х и а^^гаУ’ raP-j-a^, гаУ’^аг’аГ’+яз’,•••. га},2)—al’га* 
Затем

/ДЗ) Д2) М 1 А \d} Cl] U1 1 и. . . \

0 1...
V3’ ’ «I2’ ai1’ O O.J

где aiMV-M2’. и т. д.
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При каждом переходе к новой степени матрицы А добавляется 
новый столбец слева и выбрасывается последний столбец у предше
ствующей степени; новый столбец составляется по рекуррентным 
соотношениям:

<21 =<21 <21 —|~Й2 ,

Un -— Un Ui .

Ясно, что последний столбец в AkA состоит из элементов п\
& — и поэтому равенство (9) можно переписать так:

()(k п) I О (Л—n) I I 0 (k—п) /1ПЧ^ = ®na; '+?П-1Й2 • (Ю)

В заключение представим полученные нами решения (5) и (10) 
в зависимости от корней матрицы А. Пусть уравнение

имеет корни

кратностей

\Ек — А\=0

1'1,

п1г п.„

Тогда, воспользовавшись известной формулой Перрона

в которой D"‘ 1 обозначает дифференцирование щ — 1 раз по к, 
Ap(X)— алгебраическое дополнение определителя

Д(л) = |£Х — А |, 

соответствующее строке р и столбцу а, — элемент матрицы А1* и 

аг(к) = Л(к)(Х—Х,)“я/,

мы легко увидим, что равенство (5) можно написать в виде

положив
“ІО)

а = 1 3^,

(11)

(12) 
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а равенство (10)—в виде

?«= У---- ----- D"1 lRnW 

at (X)

где
п

Rn (к)= У ?п+1 а Аа„(к).

<х= I
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