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МАТЕМАТИКА
Ю. А. ГОЛЬФАНД

О ГРУППАХ, ВСЕ ПОДГРУППЫ КОТОРЫХ СПЕЦИАЛЬНЫЕ 
(Представлено академиком О. Ю. Шмидтом 9 IV 1948)

Неспециальные группы, все подгруппы которых специальные (по 
терминологии С. А. Чунихина, „группа типа №), были изучены 
О. Ю. Шмидтом (9, установившим следующие основные свойства этих 
групп: если Г —группа типа 5, то:

I. Г имеет инвариантную силовскую подгруппу S порядка q^, фактор­
группа Г/S циклическая порядка ра (р простое число).

II. Если Р — элемент порядка рЛ, то Рр лежит в центре групп’ ' .
III. Если Ф — наибольший нормальный делитель группы Г, заклю­

ченный в S, то индекс (Х:Ф)=?*, где Ь — показатель числа q по 
модулю р.

IV. Элемент Р перестановочен со всеми элементами подгруппы Ф.
V. Если S— абелева группа, то она элементарная, порядка qb („слу­

чай Miller-Moreno").
В настоящей заметке значительно уточняется структура групп 

типа 5. Введенные в I—V обозначения: Г, S, Ф, Р и b в дальнейшем 
сохраняются.

Теорема 1. Если группа S неабелева, то Ф будет одновре­
менно ее центром, коммутантом и подгруппой Фраттини.

Обозначим через Z, К и F центр, коммутант и подгруппу Фратти­
ни группы S. Тогда Z, К, Р с Ф. С другой стороны, Г/К неспеци­
альная группа и, следовательно, группа типа 5. Но абелева 
группа. Из свойств V и 111 следует К=Р—Ф. Пусть Т— централиза­
тор Ф в S. ГФ характеристическая подгруппа группы S, не содержа­
щаяся в Ф, ибо, если 5 — элемент из S, не лежащий в Ф, то ком­
мутатор [Г, = ’S~ ^PS лежит в Г (IV), но не в Ф. Поэтому
ГФ=Е, откуда, по известному свойству подгруппы Фраттини (2), Т—^, 
и, значит, £=Ф.

Теорема 2. Если группа S неабелева, то Ф элементарная 
группа. При q^l порядки всех элементов группы S равны q. При 
q—2 порядки элементов группы S не превосходят 4, но не могут 
быть все равны 2.

Пусть х, у € S. Ввиду Ф = К=Z = F

[х, >]9 = [х, J?]=l-
Поэтому порядки всех элементов группы Ф равны q.

Пусть q=p'2. х элемент из S, не лежащий в Ф. Допустим, что 
x^^l. у—Р^хР^х, но, ввиду IV, хч—уч. Пусть

— q(g 1)
А,=(х_у—1)'г=х8у“г [у-’х]2 =1. (О

Элементы 5, = Р~‘$Р‘ (0<Д</А) порождают группу S. Но порядок
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5- равен q, и, ввиду (1), порядок произведения двух элементов из S 
не превосходит порядков сомножителей. Поэтому порядки всех эле 
ментов группы S равны q. При 7 = 2 это рассуждение не проходит. 
Но, если л € S, то х2 € Ф, и х4=1. Все элементы группы S не могут 
быть порядка 2, ибо S неабелева группа.

Теорема 3. При заданных р, q и v. существует единственная 
группа Го типа S максимального порядка p-q^, где

(Ь при b= 1 
p0=J 3 (mod 2).

| —- b при

Все остальные группы типа 5 порядка pyq3 изоморфны фактор­
группам группы Го по ее центральным нормальным делителям.

Рассмотрим случай Пусть группа Q задана соотношениями:

a) = = h
b)
с) (2)

d) P~kQpk\ №<i<b, V<j<b<bY

Символ ^обозначает перестановочность элементов. - к°^фициенты
фиксированного, не приводимого в поле Галуа порядка q уравнени

f (л)=л* + ай-1 хд 1 + . • • + «о. (3)

которому удовлетворяет р-й корень из 1. ль— 1.
С помощью шрейеровской теории расширений групп легко уста­

новить следующие свойства групп И:

Г) Порядок Q равен paq 2
2) Элементы Q—P^QP* V<i<b) порождают нормальныидели- 

— * (* + о
тель Act! порядка q 2

3) Элементы QJ V<Ki<b> порождают коммутант д
— b(b-V)

группы А. Л элементарная абелева группа порядка q2 .
Во всякой группе Г типа S и порядка paq^ можно выбрать два 

образующих элемента Р и Q, удовлетворяющих соотношениям (2). 
Пусть Р- элемент Г порядка р\ Q— элемент из S, не лежащий в Ф 
Ввиду II Р производит в S автоморфизм порядка р. Поэтому должно 
выполняться соотношение:

ъ

/=0

где & —коэффициенты уравнения типа (3), а Ло € Ф. Заменяя элемент 
Р некоторой его степенью, можно добиться равенств а; (0<С < )• 
Так как ^(1)^0 (mod q), то можно решить сравнение

//(!) = —! (mod^).
1314



Заменим элемент Q на QFo- Элементы, полученные после наших 
замен, обозначим снова Р и Q. Легко проверить, что они удовлетво­
ряют соотношение (2, с). Остальные соотношения выполняются ввиду 
теорем 1 и 2 и свойства II. Но {Р, Q] неспециальная группа, и, зна­
чит {Р, Q}=r.

Из теоремы Дика (4), следует, что
Г Q /О, (4)

причем легко установить, что ОсА. При изоморфизме (4) А/О ою- 
бражается на S, а А/0 на Ф.

Элемент Р производит в группе А автоморфизм порядка р. Поэто­
му А разбивается в прямое произведение допустимых подгрупп, 
порядки которых равны qb или q. Обозначим через 90 объединение 
всех прямых множителей первого типа. Элемент Р производит тож­
дественный автоморфизм в фактор-группе А/90. Из IV следует, что 
ввс6. С другой стороны, нетрудно установить, что

Г0=П/90
будет группой типа S. Всякая другая группа типа 5 и порядка p^q^ 
будет фактор-группой Го по центральному нормальному делителю, 
ибо Ф0=А/90 лежит в центре Го. кь

Остается вычислить порядок группы 10. Порядок 90 равен q
(k — целое число). С другой стороны, порядок Фо меньше, чем q , 
ибо в группе Го элементы Kijt ввиду IV, удовлетворяют соотношениям.

Кц=Ктп при п — m=j — i,

и значит, Фп имеет не более, чем b—1 независимых образующих 
порядка q. Значит, порядок Фо равен q\ где 7 —остаток от деления 
числа — &(& —1) на Ь. Отсюда непосредственно следует утвержде­

ние теоремы.
При q = 2 доказательство проводится в основном так же, но 

соотношения (2, а) заменяются соотношениями

а') рр = Q4=1

и, кроме того, добавляются еще соотношения

е) [Q, Р^рР] = 1 (0 <*<&).

(2)

(2)

Интересно отметить, что при b—\ (mod 2) возможен только „слу­
чай Miller-Moreno“.

Поступило
7 IV 1948
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