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§ 1. Интерполяция тригонометрическими полино
ми. Пусть

х^
х(Р х^ х^ 

  (Ж) 
r(«) М (л) (я;
л 1 X 2 X 3 • • • Х 2п + 1

матрица узлов тригонометрической интерполяции (Ос^х^С 
■< ... < х 2л + 1 < 2к, п = 1,2,3,. ..) и пусть 1^ (х) (# = 1,2,...
..., 2п4~ 1; п = 1,2,3,...) суть соответствующие фундаментальные интер
поляционные тригонометрические полиномы, т. е. пусть (х) есть 
тот единственный тригонометрический полином порядка п, который 
удовлетворяет условиям

Лп) ( (п)у — | 1 при І — к
I k \х t ) прИ

Если /(х) есть 2тс-периодическая и везде конечная вещественная 
функция, то пусть

In -f-1
U^J)~Un(W,f,x)^ V /Сх^)/^(х).

k = 1

Очевидно, что Un^Sl,f, х) есть тот единственный тригонометри
ческий полином порядка -<«, который удовлетворяет условиям

Un№,f, х^=/(х(№, #=1,2,..., 2«+ 1.

Теорема 1. Для любой, матрицы IV
2л 4- 1

-——V var 1^ (х) > — log п («=1,2,3,...), (1)
-Я + 1 . С<х<2я тсК = 1

где var означает полную вариацию на интервале 0к



Следствие. Для любой матрицы ЭД при п,= 1,2,3... найдется 
п), 1 ^1п Д- 1, такое, что

var I(х) > — log п. 
0<х<2к - (2)

Замечание. Константа — и здесь наилучшая.

Обозначим через £1* (см. (х), стр. 186) множество функций М («), 
удовлетворяющих следующим условиям:

1) 7И (0) = 0, Л1(и)ээ0 выпукла и постоянно возрастает при 
0 <С и <4 ос .■

2) lim = о, lim = । од.
и 0 4- U и _д- со Ц '

Теорема 2. Пусть М (и) € £1* и

_lim = 0. (3)
“ -> + °= и log W ' -

Тогда по любой матрице Ж найдется функция f(x\ 2 ^-перио
дическая, абсолютно непрерывная при 0<іх<;2тг и удовлетворяю
щая следующим условиям:

и

2»
$ЛО'(*)|]^< + °2 (4)
о

__ _ 2г
JI и'п (Ж ,f, х) I dx = 4- ос. (5)
о

Замена н и е. Условие (3) ослаблено быть не может, так как
(см. (*)) матрица ЭД, для которой х^ = 2 =1,2,.., 2п-\- 1;

2м -р 1
п = 1,2,3,...) обладает следующим свойством: 

если
lim - M(u) >0, 

wl°g“ (6)

то для любой абсолютно непрерывной и 2т-периодической функции 
/(х), удовлетворяющей условию (4), имеем:

2л
lim ( \f (Л-) __ и'п (ЭД, f, х) I dx = 0. и —> oo J0

§ 2. 
Пусть

Интерполяция обыкновенными полиномами.

(ЭД)
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есть матрица узлов интерполяции на — 1<^х<^1:

Пусть/(?(х) (# = 1,2,..., и; и=1,2,3,...) суть фундаменталь
ные интерполяционные полиномы, соответствующие матрице ЭД, т. е. 
пусть № (х) есть тот единственный полином порядка п— 1, который 
удовлетворяет условиям

(л) ( <п)'\ — / 1 при г —
* А ' ' 10 при i^k-

Теорема 3. Для любой матрицы ЭД

1 9— var Z(^(x)> — log п
k =1 Л

(п =1,2,3,...). (7)

Константа — справа наилучшая.
7Г

Следствие. Для любой матрицы ЭД при п = 1,2, 3,... найдется 
# = #(ЭД, и), такое, что

var № (х) > — log п. (8)
- 1 <1 77 V 7

Замечание. Константа — и здесь наилучшая. 7Т
Если / (х) есть определенная и конечная на — 1 1

то положим
функция,

Ln (ЭД, /) = Ln (ЭД, f, х) = ^f (л *0 № (х).
*= і

Очевидно, что Ln (ЭД, f, х) есть тот единственный полином поряд
ка —1, который удовлетворяет условиям

Ln (ЭД, f, х^ = f (х($\ k = 1, 2,..., п.

Теорема 4. Пусть 7И («) g Q* и

MW п lim —— = 0. 
«log « (3)

Тогда по любой матрице найдется функция f (х), абсолют
но непрерывная на интервале — 1 ^х1 и удовлетворяющая сле
дующим условиям-.

j M[\f(x)\]dx<^.x 
— 1

(9)

1 \ v'n>1 Л 1 > Л 2 Х^>~\.

1

lim ( I Ln (ЭД, f, x) I dx = + oc. (10)
П GO J

— 1
2^ 963



Замечание. Условие (3) ослаблено быть не может, так как, 
как легко следует из результатов работы (х), матрица ЭД, для которой 

= cos -2 (^ = 1, 2,... , п; и =1,2,...), обладает сле-
2п — 1

дующим свойством:

если 
lim _М(и^>0! 

и +- ОО и log и

то для любой абсолютно непрерывной на— 1 функции f(x),
удовлетворяющей условию (9), имеем

1
lim U/'(x)—Ln^, f, x) ] dx = 0. 

n -> oo J
— I

Поступило 
5 III 1948

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 С. Лозинский, Матем. сб., 14, 175 (1944).

964


