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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Член-корреспондент АН СССР И. Н. ВЕКУА

ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ 
СИНУСОИДАЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ УПРУГОГО ЦИЛИНДРА

1. В случае плоского синусоидального колебания упругого цилин­
дра, ось которого перпендикулярна плоскости Оху, компоненты сме­
щения имеют вид

cos v t cos v f
u = U (x, у) , v = V (x, у) , w=0, (1)

sin v f sin v t

где v — частота колебания.
Пусть Т — поперечное сечение цилиндра плоскостью Оху. Предпо­

ложим, что Т — односвязная область. В нашей работе (х) доказано, 
что в области Т

U 4- iV =&? (г) — г®'(г) + 4- Ф (г) +

4~С?(П Hx(z,z — 7)dt 4~ (f)H*(z,г — 7) dt +
о о

4- Jф (П И., (z, z-t) dt - J фІП И*, (г, z—t) dt, (2)
О о

где z = x'iy, z^x — iy,

Нх (X, Y) = —v - [а^ДаАТ) 4- (ЗАТ)],

НрХ, К) = (^(аДУ^Л^АТ)],
а —Р

(3)
Н\х, Г)= -^-[аЧ3(аАТ) - VL3^XY)],

Й*(Х, Y) = [4 (аАУ) - L, ^ХУ)],
[і — а

Тп(.\)—Х "k'{k^nY’

, ₽=^-, (4)
4 (X [*) 4р. X -f- ч 8(л (X -|- 2;*)
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9 (г) и ф(г)— произвольные голоморфные функции в Т, причем 
р(0)=0; ф однозначно определятся при помощи U, I/. При v—О 
будем иметь известную формулу, выражающую компоненты смещения 
плоского деформированного состояния в статическом случае (2).

2. Формула (2) может иметь различные применения. В частности, 
ее можно использовать для решения граничных задач, когда на гра­
нице области известны смещения или силы. В обоих случаях полу­
чаются интегральные уравнения, которые эквивалентны задаче для 
любого значения частоты v. В настоящей работе мы ограничиваемся 
рассмотрением задачи, когда на границе заданы значения U, V; эту 
задачу в дальнейшем назовем задачей 1. Эта задача приводится к 
следующей задаче.

Требуется найти входящие в (2) голоморфные в Т функции р(г) и 
ф(г) так, чтобы на границе имело место условие

U^-iV=f(t) (на А), (5)

где / (/) — заданная функция точки 1 Q L, причем L — граница области Г; 
мы ее считаем простой замкнутой кривой, декартовы координаты кото­
рой имеют производные по дуге до 5-го порядка. Функцию/(/) будем 
считать дифференцируемой по дуге до 3-го порядка.

Кроме того, будем предполагать, что «"(г) и ф' (г) непрерывны в 
это требование обеспечивает непрерывность компонентов тен­

зора напряжения в Т 4- L.
При этих условиях можно доказать (3) существование единственной 

функции ®(7), непрерывной в смысле Гельдера на L такой, что при 
zQ Т

. . I оэ (f)dt 1 С w(t)dt 
р (г) = ------- I — —-------------------- I ——------ ,2я/ J 1 — z 2тЛ J t

L L

(6)
k f ^)dt .____ 1_ f7<o(/)rfZ___ I Г a (/) dt
Ы ' t—z 2тЛ J (t — г)2 2-Л J t — z ’

L L L

Подставляя эти формулы в (2) и переходя к пределу, когда точка 
z стремится из области Т к некоторой точке t^L, получим

+4ь ы 4— -° - -+ 
2 2га J /_ /2 д 10

Ц- $ к (/о, О “ (0 dt -4- \ К* (^, t) w (t) dt=f (t^,

где

dt tг Л

о

dt p
di J 

о

^2 U(;, /о — й)

t Ho (t0, tQ tj) --- 
at i

dt
dt

(8)

t — t

780



К* (t0, t)
<) _

1 d t — t0 j Mo , & dt_ Г H2 (70, z0 — / J 
2w diT—i^ ' 2nit ' 2м J t — tx

0

^1 +

+1 t0 — +dit

dt
d£i_ 

t — t,

I Z772 (Zo> Zq) 

‘lr.it

Переходя в (7) к сопряженному равенству, мы получим систему 
двух сингулярных интегральных уравнений с двумя неизвестными 
функциями w(^), ы(ф, эквивалентную задаче I для любого значения 
частоты v. Эта система будет нормального типа с индексом, равным 
нулю (4).

Применяя известные приемы регуляризации (4,5), мы можем при­
вести эту систему к эквивалентной системе уравнений Фредгольма, 
причем приведение требует применения таких операций, которые вы­
ражаются явно через заданные функции.

3. При v=0 уравнение (7) переходит в уравнение Фредгольма

(*о) + К (О d 1gL (0d(9) 
2м J /(/ — /„) 2~ZJ

L L

которое разрешимо для любой правой части и дает решение задачи 
I в статическом случае (3).

Но вышеупомянутая система уравнений Фредгольма, эквивалент­
ная уравнению (7), имеет ядра, которые суть мероморфные функции 
параметра v. Так как v = 0 не является для этой системы собственным 
значением, то, согласно теореме Тамаркина (6), резольвента будет 
мероморфной функцией параметра v, причем нетрудно доказать, что 
ее полюса расположены на действительной оси и представляют собой 
частоты собственных колебаний цилиндра. В частности, отсюда выте­
кает, что для достаточно малых значений v задача I всегда разре­
шима.

Замечание 1. Другие интегральные уравнения для задачи I по­
лучены Д. И. Шерманом (’), но в его работе отсутствует доказатель­
ство эквивалентности для любого v.

Замечание 2. Если в (2) вместо ?(г) и ф(з) подставим выраже­
ния

/ ч _ 1 Г ____ 1_ С «> (О dt
t — z ' t

'l l

ф(г)_ f ". 51 dt _l_ 1,1 C dL ' (10)
2rd ' t — z ' 2v.i 1 t — z

Z I
, 1 f (6d/___ L_ f ^^dL

2м 1 (t — z)'1 2м' ’ t — z
L L

то получим для to (t) интегральное уравнение Фредгольма. Недостаток 
этого способа заключается в отсутствии доказательства эквивалентно­
сти. Однако, как нетрудно видеть, согласно упомянутой выше теоре- 
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ме Тамаркина эквивалентность будет иметь место для всех значений 
v, за исключением, быть может, дискретного ряда их, причем для 
малых значений этого параметра эквивалентность, очевидно, будет 
соблюдаться. Поэтому для малых значений •> решение задачи можно 
искать в виде степенного ряда относительно этого параметра.

Поступило
15 III 1948
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