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В предыдущей статье 0) мной было введено понятие р-аналити- 
щких функций комплексного переменного и были установлены для 
IX принцип сохранения области, теорема единственности, формула 
эши и теорема Коши.

В настоящей заметке я даю для этих функций классификацию 
юлированных особых точек, доказываю теоремы Вейерштрасса 
Луивилля и строю вычеты, о которых доказываю теорему, совер 

гйенно аналогичную основной теореме о вычетах аналитических 
функций.
J В дополнение к определению p-аналитической функции условимся 
говорить, что функция /(г)=«4~гц комплексного переменного 
z — x-\-iy p-аналитическая в точке г0=оо тогда, когда она р-анали- 
тическая в точке t—О, будучи рассматриваема как функция от/= 1/г.

Для того чтобы было удобнее судить о поведении р-аналитической
функции в зависимости от ее р-характеристики, будем считать, что 
р-характеристика р(г) удовлетворяет условию а) в окрестности точки 
г0=фос, если др/дх и др^ду в этой окрестности непрерывны и огра­
ничены по абсолютной величине, a limр (г) существует и положителен; 
условию Р) в некоторой области, содержащей точку гвф=°°, если 
дрідх и др/ду в этой области удовлетворяют условию Гельдера. 
В окрестности точки z0~oo условие а) для р-характеристики р(г) 
будем считать удовлетворяющимся, если р (г) удовлетворяет этому 
условию в окрестности точки £=0, будучи рассматриваема как 
функция от t—Vz. Аналогично, условие для р-характеристики 
p(z) будем считать удовлетворяющимся в той или иной области, содер­
жащей точку г0= оо, если р(г) удовлетворяет этому условию в неко­
торой области, содержащей точку ^=0, как функция от £=l/z.

Определение. Точку г0 расширенной плоскости z—x-A-iy, 
в окрестности которой однозначная функция ф(г)=а-4-ф комплекс­
ного переменного z непрерывна или, в частности, р-аналитическая, 
будем называть изолированной особой точкой функции <р(г), причем 
устранимой особой точкой, если lim<p(z) существует и конечен; 
полюсом, если 1іт<?(г) существует и равен бесконечности; суще- 
ственно особой точкой, если lim у (г) не существует.



Лемма о двойном интеграле. Пусть Ф(г) — однозначная 
функция от z—x-}-iy, определенная в круге Тогда
двойной интеграл

JQ = ^dxdy

в круге ]^|<;/?: а) удовлетворяет условию Гельдера, если функция 
Ф(г) в круге имеет конечное число точек разрыва и огра­
ничена по модулю; Ь) имеет непрерывные частные производные по 
% и у первого порядка, если функция Ф (г) в круге z\^R удо­
влетворяет условию Гельдера.

Применяя интегральные представления (ф, я доказываю следующую 
лемму.

Лемма об особых точках. Пусть функция F(z)—U-\-iV 
комплексного переменного z=x-\-iy, в окрестности точки г^фоо 
однозначная и непрерывная вместе со своими частными производ­
ными по х и у первого порядка, удовлетворяет равенству

dF । . dF „ , , v: -------- r i — =aF - bF, 
дх ду

где а и b —однозначные функции от z, непрерывные и ограничен­
ные по модулю в окрестности точки г0.

Тогда:
а) если для некоторого целого числа п (п^О или п<^0) 

в окрестности точки zQ имеет место неравенство

\F(z^z-z^\<-

где /И и 8—положительные постоянные, то точка z0 есть устра­
нимая особая точка функции ^(z)—F {z)(z— z0)n;

b) если точка z0 есть существенно особая точка функции F (г), 
то в окрестности этой точки функция F (г) принимает значения, 
сколь угодно близкие к любому конечному или равному бесконеч­
ности комплексному числу С;

с) если г0 есть точка накопления нулей функции F (г) и если 
F (z) не равна тождественно нулю, то точка z№ есть существенно 
особая точка функции F (г) и при всяком целом положительном 
числе п

lim max F(z)(z — г0)”' = оо.
| z-z, : = г

Замечая, что для p-аналитической функции f (г) — и ф- iv с р-ха- 
рактеристикой p=p(z'), имеющей непрерывные частные производные 
по л* и у первого порядка, дифференциальные уравнения, ее опре­
деляющие:

1 1ил = — ъ, и =  
р р

эквивалентны равенству
df* I i df _^РХ + ipy у.

дх ду Чр ’

где = -ф i , из доказанных лемм легко получаем сле- 
г Р

дующие теоремы .
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Теорема. Однозначная р-аналитическая функция в окрест­
ности изолированной существенно особой точки, в которой ее 
р-характеристика удовлетворяет условию а), принимает значе­
ния, сколь угодно близкие конечному или равному бесконечности 
комплексному числу С-

Теорема. Пусть однозначная p-аналитическая функция 
f(z) = uJriv с р-характеристикой p(z) в окрестности изолиро­
ванной особой точки z0 ограничена по модулю.

Тогда:
а) точка zQ будет устранимой особой точкой функции f (z), 

если p(z) в ее окрестности удовлетворяет условию а);
Ь) точка г0 будет точкой р-аналитичности функции f (г), если 

р (г) в некоторой области, содержащей эту точку, удовлетворяет 
условию р) и если положено f (г0)==1іш/’ (z).

Учитывая принцип максимума модуля ^-аналитической функции, 
принцип сохранения области (') и лемму об особых точках, получаем 
следующую теорему.

Теорема. Если функция f(z)—u-}-iv, р-аналитическая во 
всякой конечной части плоскости z — x + iy, ограничена по модулю 
при подходе к бесконечности, в окрестности которой ее р-харак­
теристика р (г) удовлетворяет условию а), и если др/дх и др/ду удов­
летворяют условию Гельдера во всякой конечной части плоскости 
z=x-\-iy, то функция f(z) тождественно равна постоянной.

Используя свойства квазиконформных отображений (3) и лемму 
о растяжениях (^, из доказанных выше лемм получаем следующую 
теорему.

Теорема. Если точка есть полюс р-аналитической
функции f (z) = u + iv с р-характеристикой р (г), удовлетворяющей 
условию р) в некоторой области, содержащей эту точку, и если 
существует положительное число р такое, что 1іт/(г)(г — z$—О,

Z-^Z, 
то существует целое положительное число п, называемое поряд­
ком этого полюса, и существуют положительные постоянные 
А и В такие, что в окрестности точки z0 имеет место нера­
венство

A<\f(z)(z-ztf | <В,

причем iim f* (г) (г — г0)”, где f (г) — Уфи + i v~ , существует и от- 
Vp

личен от нуля и от бесконечности.
Определение. Если точка г0=^= со для p-аналитической функ­

ции /(г) — u-^iv с ^ характеристикой/?(г), удовлетворяющей условию 
Р) в некоторой области, содержащей эту точку, есть полюс первого 
порядка, то число с .^ — А^-'- № определенное равенством

с -1= Vp (?о) Ит Г (г) (г — г0),

где f (г) = р р и ~'r I:-V~ , будем называть вычетом функции f(z) в 

точке z„.
Заметим, что р-аналитическая функция f(z)—u-\-iv, 0 которой 

говорится в этом определении, в силу леммы об особых точках, 
в окрестности точки z0 может быть представлена в виде

 Ло CQS е -4- Bp sin 9__ 1 , ■ —Л08ІпЭ 4- Во cos 9 
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где г= |г —г0|, 6 = arg(z — г0), р.(г) — функция от z такая, что 
limp, (г) (г — г0)—0.

Отсюда получаем следующую теорему.
Теорема. Если две р-аналитические функции с р-характери- 

стикой p(z), удовлетворяющей, условию р) в некоторой области, 
содержащей точку z^^, имеют эту точку z0 в качестве полюсов 
первых порядков с одинаковыми вычетами, то их разность есть 
функция p-аналитическая в точке z0.

Предположим, что ^-характеристика р(г) имеет непрерывные 
частные производные по х и у первого и второго порядков в неко­
торой односвязной области, содержащей некоторую ограниченную 
область Т вместе с ее границей S, разложимой на конечное число 
непрерывных кривых, на каждой из которых х и у изменяются 
монотонно. Тогда, учитывая свойства сопряженных переменных 
/^-характеристики (^, получаем, что, если однозначная функция 
ф[£) — и-\- iv, /^-аналитическая с данной /(-характеристикой p(z) в каж­
дой точке замкнутой области Т S, кроме конечного числа внут­
ренних точек zv z2,...,zn, где она имеет полюсы первых порядков 
с вычетами, соответственно, = Аг + iBv c№ — A2 + iBv...,cW — 
—An~Y iBn, то имеет место равенство

1 Г -
— udZ + ivdZ= V {AkZx + iBkZ,v (z^ZTZl ф лив

где Z(z) и Z(z) — сопряженные переменные данной ^-характеристики 
р (г) для области Т.
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