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Введем следующие обозначения:
X (t) — функция вещественная и конечная при
5: 0 = ... <^„=1 — разбиение интервала

Т\=о (X) = т\^о [(X (Z)] = sup V | X (tk) — X(^) I — полная вариа- 
k = 1

ция функции Х(0 в интервале
V — множество тех функций X (Г), для которых гЦоСХХ + ос;
С — множество всех функций X (/), непрерывных на СХ£<Д;
Ux — множество тех функций X (t), которые имеют только разрывы 

первого рода, т. е. таких, для которых при 0<7<1 существует ко­
нечный предел

Х(Х) = Um X(t^h), h ->0+

а при существует конечный предел

X(t—)= lim X(t — h).
h->0 +

Полагаем еще
Х(0-) = Х(0), Х(1+)=Х(1).

Если а, Ь, а^Ь, суть вещественные числа, то положим

[а, Ь] = (§ {а-^х^Ь}.

Определение 1. Пусть X € Uv Пусть.х— вещественное число и 
£€[0,1). Тогда могут иметь место следующие случаи:

1) х=Х(0;
2) х 6 [min {X{t —), Х^Т)}, max {X{t—), X(f)}], x=£X(0;
3) x € [min {X(t\ X(Ж}, max {X(0, X(X)}[, x^X(t\
Будем говорить, что
t не есть корень уравнения

X(t^^x, (1)

если не имеет места ни один из случаев 1), 2), 3);
есть простой корень уравнения (1), если имеет место 

ровно один из случаев 1), 2), 3);
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t есть двойной корень уравнения (1), если имеют место 
два из случаев 1), 2), 3).

Замечание. Легко видеть, что все три случая 1), 2), 3) не мо­
гут ни при каких х, t иметь место одновременно.

Определение 2. Пусть X Е Положим при — ос < л-Дос 
N (х, X) = числу корней t уравнения (1), считанных сообразно крат­
ности.

Замечание 1. Если X z С, то функция N (х, X) совпадаете 
функцией, введенной ВапасЬ’ом в (х) и так же им обозначаемой. 
Функцию Banach’a N (х, X) И. П. Натансон называет индикатрисой 
Banach’a. Мы будем при любой X z 1Д называть введенную в опре­
делении 2 функцию X (х, X) индикатрисой Banach’a функции X.

Замечание 2. Можно было бы дать другое определение инди­
катрисы Banach’a для разрывных А’ € эквивалентное определе­
нию 2, именно

Определение 2 bis. Пусть tx, t2,... суть занумерованные в 
последовательность точки разрыва функции X. Положим

( 0, если

( 1, если tk<Zt\
1 1, если tk — t, X(tk-^X(tk), А(^+) =А(4);

М0 = { 1/2, если tk=t, А(^+)^А(^);
> 0, если tk — t, А(^-)=А(^), А(4+)^А(^);

Далее, взяв каким-нибудь образом последовательность чисел 
еп s3,... так, что sA>0 и 2 < “Ь положим 

k

*
1,

^(0-) = ^(0)=0,

Положим далее

А(0 при f = 0<7<1;

j *(*-)+при
І ^(0+ при

Тогда функция X' (f) непрерывна при <Д(1), и полная ва­
риация X' (Z') на интервале 0<Д’ <С£(1) равна Т^о(Х). Положим 
^(x, А) = числу различных t' Е [0, ^(1)], для которых X (t')=x.

Теорема 1. Для любой функции XzU1 функция N (х, X) 
измерима и

j N (x,X)dx=-T}=o(X).

Для того чтобы N(x,X) была суммируема на (—ос, ос), необ­
ходимо и достаточно, чтобы X Е U.

Замечание. При XzC этот результат установлен ВапасЬ’ом 
в (х). Если исходить из определения 2 bis, то общий случай сейчас 
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же сводится к этому. Однако эквивалентное определению 2 bis опре­
деление 2 для некоторых других вопросов удобнее.

Определение 3 (см. (2)). Говорим, что последовательность 
функций {Xn(t)}^=} сходится по вариации к функции Л'Д/) 
и пишем Хп— v->X0, если выполнены одновременно следующие три 
условия:

1) XneV (п = 0, 1,2,...);
2) lim Xn(t) — X0(t) при

3) lim tLoP^WLoCYo).
П —> ОО

Теорема 2. Если Хп— v-^X0, то

lim \ | N (х, Хп) — N (л, 2Q I dx = 0. П —> со " ?—ОО

Замечание. Rado доказал (3), что если Хп € С (п = 0, 1, 2,.... 
и Хп —v-*X0, то последовательность интегралов

j N (х, Хп) dx 
Е

равностепенно абсолютно непрерывна. Так как из Хп— v-+X0 не сле­
дует, что lim (х, Хп) — N (х, Хо) почти везде, то теорема 2 сильнее, П -> ОО
чем этот результат Rado. С помощью своего результата Rado дока­
зал (3) теорему о сильной сходимости топологических индексов зам­
кнутых кривых. С помощью теоремы 2 доказательство этой теоремы 
Rado может быть упрощено.

Теорема 3. Пусть X Е и а~^Х (t)^b при 01.
Пусть Y(х) абсолютно непрерывна при а^х<^.Ь. Положим 

{см. (4))

a(Y,X)= 2 -k)X(f-)}]-
0<г<1
-|Т{х(о}-т{^(/-)}| +

+ 7’Lo[T{XX(/+)4-(1-X)X(^))]-|Y{X(Z+)}-T’{X(/)}|}.

Тогда

7}=о[Т{Х(О}Ц-»(Т, X)=J |Т’(*)1 X}dx. 
а

Замечание. Теорема 3 есть обобщение теоремы 1. Если X не­
прерывна, то а(Т, Х1=0.
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