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(Представлено академиком Л. С. Лейбензоном 10 III 1948)

§ 1. В ряде конструкций — в плотиностроении и краностроении 
встречаются кривые брусья переменной кривизны и высоты. При ли
нейной зависимости между высотой бруса и радиусом кривизны его 
оси грани бруса представятся в виде логарифмических спиралей:

л 0tg8 0t£8r—r^e , r—r2e ,

где гn г2 —отрезки, отсекаемые гранями на полярной оси 6 = 0. За 
единицу измерения г принимаем значение Кцг2.

Для решения поставленной задачи воспользуемся системой криво
линейных изотермических координат а, р, связанных с цилиндрически
ми In г, 0 следующим равенством в комплексной форме:

а гф=ег61пг, 
откуда в отдельности:

a=cos 8 in г — sin 3 -0, sin 8 In г ф-cos 8-0.

Цилиндрические координаты г, 0 выражаются через принятые а, р:

а cos 8 4- В sin 8 л п -лr—e , 9 = pcos8— asinS.

Координаты «4 и цилиндрические In г, 0 имеют общий дифферен
циальный параметр h—l]r.

Грани сектора, как линии координаты а, выражаются:

а=± а0— ± Vzcos $ 1° (ц/цД

§ 2. Функция напряжений Эри, как общий интеграл бигармониче- 
ского уравнения, представится в принятой системе координат а, р:

Л=Лоа + В^ Д- (Л8а Д- е1 (а cos 8 + ₽ 810 8) Д-
Д- cos J + 3 sin |-д а cos (р CQs § _ а sfn § Д_

Д- Bt р cos Д cos 8 — а sin 8 Д- Д'

+ 2 2 +п, +”‘ + 2) “ “s 3 + (л + 2) 3 sin 8 cos (mp cos 8 - sin 8 + „) Д-
m n

-Г V Bnh n+a c°s ' + + 2) 3 s’n ' cos [mp cos 8 — (n Д- 2) a sin о -J- т1т>
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При 8 — 0 принятая система координат а, р вырождается в цилин
дрическую, а выражение F— в известное решение плоской задачи в
цилиндрических координатах.

Заменив обозначения постоянных:

^т, п — ъ

Ут. п — 7) 4 Ц п 4-1 \
т—1 *

где « i —j sin р (— —п sin 8 
\т J \т /

а п~ j cos ц (—- \=т cos 8, 
\т ) \т J

напишем выражения составляющих напряжения:

да \ др /J

== А2 sin 8 4- В2 cos 8 4- (Ао sin 8 4- Во cos 8) 42 (а сов 8 + ₽sin 8> 4

■ е Mi cos о sin (£ cos 8— а sin 3 4^) —
— Br sin 8 sin (P cos 3 — a sin 8 4- 74] 4

| 'Ў X4 Д / n \ отл cos о + «3 sin 5 , Г n ts ~ Л
— sin /npcosS —nasin84E ( — ) 4

m n \m • L \ tn /

SN1 R 7 и \ t1” ~ 2) a cos S + «0 sin 8 . Г On -— ) e p sin mS cos 8 —
m n m / I

— 4_ 2) a Sin 3 -4- 7] [ — 1 , 
\ m I J

_4__4 =Д Г± /Л2 ____ д /A2 44 =
2 2 [да \ да / dp \ dp /

= A, cos 8 — B2 sin 8 — (Ao cos 8 — Bn sin 8) (x cos 8 + ₽ ^8» 4.

Mi sin 8 sin (P cos 8 —a sin о 4-^)4
-4 Вг cos 8 sin (p cos 3 - a sin 3 4- 4)] -4

J_ "V V' A / и \ „тл cos« + W0 ,sin 8 Г л Л / n \ iJL A \ 4 и COS cos 8 — na sin 8 4- 4 — 4
m n ‘ c \ m / 1

4- V1 R n 7 дИ —2)«cos? + n3sin3 Г „ »2j a [ ~ ) e cos mp cos 3 —
m n " 7 L

— (n ■’ - 2) a Sin 8 4 7] /— \ J
\ m J J

/ d2A j d2F \ n л z ,
74^ + dF )=2A^ + cos S) + 252 (P + sin 8) 4

— (acos 8 + 3 sin S)r « z„ .
e Micos(pcos 8 — a sin 8 —3 4 ^)—
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— Bt sin (p cos 8 — a sin 8 — 8 + т^)] Д-

(m — 2) a cos о sin

— (n

cos cos о —

2) a sin 3 -4- 3 -|- ц

§ 3. Для удобства определения коэффициентов из условий на гра
нях отметим следующие тождества для граничных значений а=+:«0:

Г k<AWnaosin ЗІ = tgp ) cos X .
Сум/ J \ m J \ m J

co, 8cos px + sin J _ct sin K iJL ,
L \m J J \ mJ mJ \ m J

где
, ■ / n \ tg(na,sin3) , / n \ sin (na, sin 8)
tg Д I —— j —(g p ( 1 . • — - ?

\mj th (m}t cos 8) \mj sh (ma, cos 6)

b(—sh2(ma0cos3) 4-sin2(na0sin 3) .
\ m !

Значение b(n'm) выделяется соответственно из постоянных Цп/т) 
и ^(П/ГП').

В решение рассмотренных ниже частных задач входят постоянные, 
отвечающие значениям п—т — 2 и п = т — 4. Для этих значений п 
и т перепишем принятые обозначения:

t х х _ to p sin (4a, sin 8)
th (2 cos 3) ’ * th (4a, cos 8) ’ ' ' sh (4a, cos 8) ’

cos2®==u-^ t/=—--—=|/ sh2 (2a0cos 8) 4-cos2 (2a0 sin 8) .
ch (4a, cos 8) 26(2/2) 0 7

В принятых обозначениях граничные тождества представятся:

е+ 2a, cos 8 sjn _ц_ 2a^ sin Sin р;

g+ 2«. cos 8 cos 4-2а0 sin 8)—d. (cos p + tg <p),

4a. COSO sln Q * 4-4aoSin §) = 2rf2 sin p — sin X4,

4a< cos*cos (Д 4- 4a0 sin 3) — 2d2 (cos ? + tg <p) — cos a4.

Пользуясь выведенными зависимостями, легко, в частности, решить 
поставленную задачу для следующих схем внешней нагрузки.

§4. Момент Л1, сосредоточенный в полюсе. Удовлет
воряя граничным условиям, выделим из выведенного общего решения 
члены с коэффициентами:

—sin о
2a0 — . - tg с? sin р

4^ = 4
о °

sin о 
d sin р

Функция напряжений F представится:
sin (2a sin 8—• Х2 — 6)р2« cos

d sin p



Составляющие напряжения:

Га»
_  л sin 8
■~яо — J _  g2e COs 8 s‘n 0-а — 2а sin 8) 

d. sin p

% — TapCtg6, — —а,-9фе 20sinS sin (2a sin 8 4 s)
rfsinp

па гранях a=±a0

«3 = ^=0, sin 6
Sin p

вим перпендикулярно11 к°лннииНдействия°силы % ПоЛЯрную ось напРа- 
решения члены с коэффициентами: ' Выделив из общего

______p _ /
cos 8 ’ В 1 Г

~«0 —------ tg Q cos p s y

/ д cos$
1 1 ‘2d cos р ’

найдем функцию напряжений

F = dl />“с°8«+ЗвіпдГп
2 2аcos ([5 cos 8 —й sin 8) —

_ р2а cos a cos ф cos 8 4- a sin 8 4- а і
^,,8+^+8) 

d cos p
Составляющие напряжения:

coso Г
l“3 = A~7~ sin (P COS 3 —a sin S)—

,2a COSO sin ф cos 8 4 a sin 8 — X.)
2d cos p

*a = A~

— e 2a ccs 6 sin ф COS 8 4 « sin О 4 X2)

‘2d cos p

cos (P cos 8 — a sin 8)

— ea cos 6 cos (p cos 8 a sin 8
‘2d cos p

— e 2a COS а _ cos (g cos 8 4 a sin 8 4? X2) 
'2d cos p

. _2Л0
3 ZT

A

cos (p cos 8 asin8—8) —

__ _ CQS Q ‘2a cos § r,
rfcosp c°s(?cos8 -|-asinS —a2)

На гранях а=4а0

^=sa = 0, % = 2Л sin (8 — р) sin 0 cos 8
sin p COS p
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