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МАТЕМАТИКА

А. П. ГРЕМЯЧЕНСКИЙ

О СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЯХ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 25 II1948)

Доказывается теорема о существовании по крайней мере одной 
системы таких вещественных чисел р2, ,.., рп, что система не­
линейных интегральных уравнений

Р,«z(*)=J Кі(х, _у)Л [ьМу). • •uAy)\dy, 7=1,2, п, (1)
(В)

имеет, помимо нулевых решений, еще решения, не равные нулю тож­
дественно.

Следующие условия предполагаются выполненными:
1. Все интегралы распространены на одну и ту же конечную и 

ограниченную область В одного или нескольких измерений.
2. Ядра К,(х, у) (7=1, 2, ..., п) вещественные, непрерывные,, 

положительно определенные симметрические функции при xzB, у€В.
3. Функции ft {у, иг, и2, ..., «„) вещественные и непрерывные при 

у^В и иь заключенных в некоторых интервалах (ab b,) (/= 1, 2, ..., п), 
содержащих в себе 0.

4. Существует такая функция В (у, иъ . ип), что

«1, «2, • •• > «„)• (2)

5. Уравнения системы (1) однородны в том смысле, что выпол­
няется 0, 0, ..., 0) = 0 (7 = 1,2.........п). При этом, очевидно,
можно предположить F(у, 0, 0, ..., 0) = 0.

Теорема доказывается методом, аналогичным тому, которым поль­
зуется Голомб^) при доказательстве теоремы для одного нелинейного 
интегрального уравнения.

§ 1. Обозначим через собственные значения ядер К;(х, у},. 
расположенные в порядке возрастания их, и через <р^(х)—соответ­
ствующие им фундаментальные функции. Вследствие условия 2 все 
числа положительны.

Напишем вспомогательную систему нелинейных интегральных урав­
нений с вырожденными ядрами:

т9чтЧі (х) - j т Ki (х, у) ft [у, ти1 (у), ти„ (j)] dу = 0, (3)
(В)

i— 1, 2, .. ., п,
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где

тKi (х, у) = V •— <рiv (х) ? (ў).
7=1

(4)

Рассмотрим функцию от координат п точек Р{ (zn, zi2, ..., zim) 
в пространстве т измерений:

ТУ (^Ц, г12 • zj=\ F У, ^гьфь(у), ... 
L •»—1

2(^)J dy. (5)

В силу условий 3 и 4 как функция Н, так и ее частные производ­
ные первого порядка будут непрерывны в некоторой окрестности 
нулевых значений аргументов ziN. Поэтому, если точки Рг будут опи­
сывать поверхности п zn-мерных эллипсоидов:

і = У2,...,п, (6)
7=1

то функция /У (гп, г]2, znm) будет достигать как наибольшего, так 
и наименьшего значений.

Пусть наибольшее значение Dm достигается в некоторых точках 
QXmAn, тА12, ..., mAim) поверхностей гиперэллипсоидов (6), а наимень­
шее dm— в точках ^(таг1, та/2, Тогда для точек Q, и qt
будут выполняться необходимые условия условного экстремума функ­
ции Н при условиях (6), которые легко напишем, составив функцию 
Лагранжа:

tn tn

ф(гц, г12, ..., z„m)=2H(za, z12, ..., znm) — V V 
; = 1 7=1

т. е. существуют по крайней мере две системы вещественных и от­
личных от нуля (вследствие (6)) решений системы уравнений (6) и 
уравнений

1 дФ - ।
- — — — Pi ^Zi^

tn

.....  У dy=Q, (?)

(В)

z = l,2, . . ., n, v = 1, 2, ... , m.

Таким образом, для вещественных чисел тАн, maN, тМі, ’Уч соот­
ношения (6) и (7) выполняются тождественно:

т

2 (8)
7=1

(9)

тМі І-і;тАН = ^bi(y)fi У, V M!v9iv(y), ..., 

(В) L V= 1
v тАп^„^ў)
7 = 1

dy\ (Ю)

.338



m^NmaN=\^{y)fl у, 
(Ф L v=i

2 man^,M dy, (11)
V=1

z=l, 2, ..., n, v = l, 2, .... tn.
Умножая каждое из уравнений (10) и (11) на г^-^(х) и суммируя 

Aiv
по v, получим, учитывая (4):

тМі V "А^Ах) =
У=1

) mKt (х, у) ft у.
(В) L

т
V тА^^(у), ... (у) у

"Уі

1 mt

(В)

т. е. функции

т
тА(х) = V та^{х),

•••> 2 "'^пЛУ') dy,

(12)

(13)

являются нетривиальными, вследствие (8) и (9), решениями вспомога­
тельной системы интегральных уравнений (3), соответствующими соб­
ственным значениям и параметров р./Ф

Умножая каждое из уравнений системы (10) на тА^ и системы 
(11) — на та^ и суммируя по v, получим, учитывая (8), (9), (12) и (13):

тМ; 4- 5 т^і(у)/і[у, mU1(y)........ mUn(y)]dy, 
сі w

(14)

^1=^2 S m,vii^fi[y, ...,mv,Mdy. (15)
Ci B)

§ 2. Подставляя систему функций (12) или (13) в уравнения (1), 
получим в правых частях этих уравнений остаточные члены mRh ко­
торые, вследствие равномерной (по теореме Мерсера) сходимости би­
линейных форм ядер К;(х, у), можно переписать в виде:

mRi(x) = \ \^(y)fl[y,mu1(y), mu„(y)]dy, (16)
v=m + l

/=1, 2, . ... n.

Применяя неравенство Коши — Шварца, будем иметь оценку:

ОО

2
)? 00 Г
т— 2 ( ^). • • •, тип (J*)] dy

V=m+1L(S)

т

m

т

m

г = 1, 2, ..., п,

т

1,2, . .., п,
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Вследствие ограниченности ядер К-^х, у)-.

У тчЛУ\ ■■■’ mun(y)dy <е
^=»>4-1 L(S)

как остаточный член сходящегося ряда, составленного из квадратов 
коэффициентов Фурье функции [_у,ти1 (у), ти„(у)] по системам
функций ?<чСу)- Отсюда заключаем, что остатки mRi(x) равномерно 
стремятся к нулю при /п-*оо (/=1,2, и).

Полагая далее т=1, 2, ..., будем иметь систему последователь­
ностей равномерно непрерывных и равностепенно ограниченных в своей 
совокупности функций тйДх) и тц;(у) (/=1,2, В каждой из
этих последовательностей может быть выделена некоторая подпосле­
довательность, сходящаяся к некоторой предельной функции U^xy 

(л) (/=1,2, ..., п). Совокупность этих предельных функций дает 
две различные системы решений уравнений (1), Остается лишь убе­
диться, что обе системы предельных функций не могут сводиться 
одновременно к нулевым тривиальным решениям системы (1).

Рассмотрим для этого последовательности чисел Dm и dm, для 
которых, очевидно, справедливы неравенства:

D Dm +-1 Dт dm dm+\ d,

где £> = 1іш Dm и d = lim dm.

• Из (5) вытекает:

£>„=$ ^LbW-V), ..., mUMdy,
(В)

и, следовательно,

F&U^y), Un(y)]dy;
(В) 

аналогично:
^[У> г,ЛУ)< •••> ММУ- 

(В)

Если бы обе системы предельных функций сводились к тожде­
ственному нулю, то D=d—0, а следовательно, и все Dm—dm—G, но 
в этом случае

(2ш г12, ..., znm) = 0, (17)
и, следовательно, существуют такие отличные от нуля значения 
гп, г12, ..., znm, для которых выполняются уравнения (6), так как в 
силу (17) при ^=0 соотношения (7) выполняются тождественно. 
Таким образом, и в этом случае существуют нетривиальные решения.
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