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ОБ ОДНОМ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОМ ПРОЦЕССЕ
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(Представлено академиком В. И. Смирновым 27 II 1948)

1°. Акад. С. Н. Бернштейн (1) построил равномерно сходящийся 
для любой непрерывной функции интерполяционный процесс, у кото­
рого отношение степени интерполяционного полинома к числу узлов 
сколь угодно близко к единице. При этом в основу своего построения 
С. Н. Бернштейн положил чебышевскую матрицу узлов.

В настоящей работе мы хотим распространить интерполяционный 
процесс С. Н. Бернштейна на довольно широкий класс матриц узлов.

Пусть задана треугольная матрица узлов

(1)

(п-1,2,...).

Введем следующие обозначения:

Ап= шах
*=1,2,..., п- 1 1и*+1 тс k ) J

Через а (а, Ь) мы обозначим количество узлов п-й строчки матрицы 
(1), удовлетворяющих неравенствам а-^ х^ Ь.

Пусть
п

ы„(х)= П (х-л'"’) (п = 1,2,...),
3 = 1

1^(х)=------- ------------ (;= 1, 2,. . ., п; п-1,2,...).

Определим интерполяционный процесс С. Н. Бернштейна. Пусть 
задана произвольная матрица (1) и функция f (х), определенная в ин­
тервале [— 1,1].
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Строим полиномы

LAf^^A^l^x),
* = i

(2)

где числа {А^}^ определяются следующим образом:

А^ = f (х^, £ 0 (mod 2/), (3)

= / C*2Z(<- 1)4-$ —1 ) ^f^X2l\/- 1)4-2;)’ (4)

;=1 ;=!

где I — произвольное фиксированное натуральное число.
2°. Теорема 1. Пусть матрица (1) удовлетворяет следующим 

условиям-.
А. Д„-»0 при п^-оо.
В. В точке х0£[— 1, 1] выполняются неравенства

При X^k <^Х^^ Хй R V (Ло) I I ДУ (-^о) ' (Я = П0’ ’’•••);
при хй <х(л’<**+, |/(*’(Хо)1>1^ (п=л0, л0+1,. ..).

С.Если<з{х0,х(п^=1г, mo\ljn'> (п=па, /г0-|-1,...),
где К(х^— неотрицательное конечное число и ф(А) — произвольная 
неотрицательная функция от h, удовлетворяющая условию 
<p(Z;)->0 при h-^-oo.

Тогда интерполяционный процесс С. Н. Бернштейна, построен­
ный для функции f (х), ограниченной в интервале [—1, 1] и непре­
рывной в точке х0, сходится к f (х^.

Доказательство. Мы будем считать, что х0^х^л), ибо в про­
тивном случае, как легко видеть, разность Ln (f, х0) — f (л0) равна 

п
нулю или стремится к нулю при п->оо. Так как V то

k = 1

ь=i

= 2' ^(")-/^-o)]^)w+ 2" 
x(n> r x k x> x k >x°

Будем рассматривать V , ибо рассуждения для V аналогичны. 
Пусть х{р < х0 << Xp+i. Обозначим через множество узлов л-й 
строчки матрицы, удовлетворяющих неравенствам х0 < Xj хр^ . 
Через Л)(л обозначим множество узлов п-й строчки матрицы, удо­
влетворяющих неравенствам хР+] < х("^ -ф- 1. Пусть сож>(28) = 
= sup I / (%;) — f (х2) I, xv х2 6 (х0 — 8, Хо 4- 8).

Сумму V" разбиваем следующим образом:

\"[A^-f(x0)]

= 2; К)-/М4',,(Л-0)+ Vo (5)
х{^^
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Так как <р(Л)-*О при Л-*ос, то существует такое число F, что 
(Л = 1,2,...). Поэтому, согласно условию С:

(;-1,2,...,л; л=л0, л,+ 1,...). (6)

Из (3), (4) и (6) следует

I V - / (х0)] /2’ (х0) | < 2К (х0) Fh <ол, (2Л Д„). (7)
я

Так как матрица (1) удовлетворяет условию В, то можно получить 
такую оценку (Л4 = sup^ , | f (х) |):

| \у2-Г(х0)]11^хУ\<(Ш^ (8)

Из (5), (7), (8) и условия С следует, что

V "[А(Г - f (х„)] /<?(х0) I < 2K (x0) Fh^ (2АДЯ) + (12/ + 1) M [ (х0) |.

Аналогичное неравенство имеет место для 2 '
Из этих неравенств уже непосредственно следует теорема 1.
Замечание 1. Пусть матрица (1) удовлетворяет условию А, в 

каждой точке интервала [— 1,1] имеют место условия В и С и

АДхХт, х$[—1,1] (9)

(т — конечное неотрицательное число). Пусть /(х) непрерывна в 
[—1,1]. Тогда интерполяционный процесс С. Н. Бернштейна равно­
мерно сходится к /(х) в интервале [— 1,1].

Замечание 2. Если неравенство (9) имеет место лишь в интер­
вале [—1 +s, 1—SL т0 сходимость равномерна в интервале 
[—14-е, 1—е].

3°. Теорема 2. Пусть матрица (1) — якобиева с параметра­
ми— 1<:а<0, —1 3< 0 и функция / (х) непрерывна в [—1,1].

Тогда интерполяционный процесс С. Н. Бернштейна сходится 
в интервале [—1,1] равномерно к f(x). Если матрица лежан- 
дрова, то сходимость равномерная в любом интервале вида 
[—1 4-s, 1 —е], 0< е< 1.

Доказательство. Фейер (2) доказал, что для якобиевой матри­
цы с параметрами —1<^а<0, —1<;р<(0 имеет место неравенство

2 UT W I2 < max
Л = 1

— Y (л-1,2,...), (Ю)

где х € [— 1, 1]. Для лежандровой матрицы при хб[— 1 г, 1 —е]

2 (л-1,2,...). (11)

В этой же работе Фейера доказывается, что из неравенств

2 (A0 (x)]2<C(s) (л—1,2,. ..), х € [—14-е. 1—е] > где £ — любое 
Л=1
число из интервала 0<s<^l и C(s) зависит лишь от е, следует, что 
Ап->0 при п->оо. Поэтому из неравенств (10) и (11) следует, что для 
•якобиевой матрицы с —1-^а^О, —1<^р^0 Дп-»0 при л-*оо.
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Проверим условие В. Рассмотрим функцию

Р (х, у) = [п (п 4- а + р + 1) Jn (х, я, 3) + (1 — A'2) Jn (х, а, S)] ’

где J„(a, а, р) — полином Якоби л-й степени. —1<а<і0, —1<^<С0. 
Имеет место следующая лемма.
Лемма. При любом значении у^ из интервала [—1,1] функция 

Р(х,уа)— неубывающая при yv<Zx<Zi и невозрастающая при 
— 1<л<у0. *

Из этой леммы следует, что условие В имеет место в каждой точ­
ке интервала [— 1,1] для якобиевой матрицы с параметрами — 1 ^а^О, 
— Наконец, из условия В и неравенств (10) и (11) следует,
что при —1-^а<^0, —1<^р<0 и а (х, х(*))=А имеет место* 
1 іУ(х) | <^Уч / V h, т. е. условие С имеет место в каждой точке 
[—1,1]. Для лежандровой матрицы при a(x,x(nk)=h имеет место 
\l(nk (х)\<уУ‘2 / eh, xt[—1+е,1 — е]. Поэтому' из замечаний 1 и 2 
следует теорема 2.
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23 II 1948
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* Пользуясь асимптотическими формулами для полиномов Якоби, можно доказать,, 
что при любых — 1 < а, — 1 < 3 и х [— 1 е, J-е] имеет место при а (х, х^) = fe 
І^МІ<С(фА.
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