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Уравнения установившихся осесимметричных течений могут быть 
написаны в виде:
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Здесь г — радиус-вектор; 0—угол между какой-либо осью (совпадаю­
щей с невозмущенным движением газа) и радиусом-вектором; 
« — проекция скорости на г; v— проекция скорости на перпендику­
ляр к г; р — плотность;^— давление; s = — величина,»харакгери-
зующая энтропию газа. Член и + ^ctg 6 характеризует осесимметрич- 
ность потока, в случае плоского потока этот член исчезает.

Введем величину ни — р/р, тогда система (1) примет вид:
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Введем:

U = Га' Xv V = Га' X2, W — Г2ау, p — ra‘ 7), (3)

где x2, y, 7]—функции одной независимой переменной,

z = ra> ee. (4)
В результате придем к системе уравнений, описывающей автомо­

дельные установившиеся движения газа:
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a, x2 + азХ^ + х2х — х2 4~ [2ах 4- аг + аЛ W ад' = 0,

(1 Ч-аОзд+аз^+^+^+У = 0,

х, (1 -р 4“ я2) 4" ^гН Ч~ ^з) + -^і ~Г ^з ctg 6 = О,

- («зАТ + Аг) + (2 — ^) а3Хі = (k — 4- х2).
У

Здесь, например, х' = dxx / d In z.
В случаэ ай = 0 z = е0, и система (5) имеет решения в предпо­

лагаемом „автомодельном" виде.
Если а34=0, то искомые решения могут иметь место лишь для 

плоских движений газа, когда исчезает член xx 4-х2 ctg 9, поскольку 
в противном случае 9 явно входит в уравнения, решения которых, 
согласно гипотезе, не должны зависеть от 6.

Исследуе.м сначала случай а3 = 0.
При этом, если исключить ^’/т), то система (5) может быть при­

ведена к виду:
axX“ + х2х'— х* (2ах + а2) У — О,

(1 + «1) + 4^4 а*У ~ = °- (6)
— 1 k — 1 х2

(1 + «1 + V1 + У2 +7Z7— + М + *2ctg9 = 0.

Здесь, например, У = dx1l dQ.
Отсюда легко находится решение Буземана ('), являющееся обоб­

щением решения Прандля — Майера (2).
Положим, что с^ — а2 — 0. Тогда все параметры и, v, р, р явля­

ются функциями лишь полярного угла 9 и уравнения (6) примут 
вид:

первоі уравнение дает:
и' = Щ (7)

второе соотношение является уравнением Бернулли и дает:

и2 -ф к2 + ~~ — A2=const; (8)

третье из уравнений после преобразования принимает вид:
(и -ф и") Г— —---------- ------------- 11 = « + и'ctg 9, (9)
v 1 Ча- 1 дз-(«2 + «'2) 1

Нетрудно убедиться в том, что для этих движений s = const. 
В случае плоских движений член «-)-«' ctg 9 исчезает, и мы при­
ходим к решению Прандтля — Майера:

= <,0>

В общем случае для автомодельных плоских движений (когда 
а3=ф0) мы будем иметь, исходя из уравнений (5), соотношения 
(исключая

^х2 4- а^х'^ х2х—■ х2 4- а^' 4-

4- (2«! 4- а2 Н- о2а3 ----- 'і у = 0, 
# — 1 а3хг 4- x2J

30



(і Ч~ 4“ ~г~.—F ~~~ а2 —~~—— о, (11)
k — 1 k— 1 a3x1-f-x2

(1 + «і + тМ + a3x\ + x' + >' = 0.

Очевидно, что задача сначала может быть сведена к двум обык­
новенным дифференциальным уравнеаиям 1-го порядка, а затемдаже 
к одному уравнению 1 го порядка(поскольку уравнения однородны).

Эти уравнения имеют вид:
ka3y

j _ азхі + х2 + V Гa In z k — 1
2 2 I Го ' t ^г^З^! 1- х{ + d 2а, г а2 ф- -—- - 3 1L k — 1 а2Хх 4- Х2 J

(12)
(„л + ^+фф a,+x-+b^s

k— 1 z k — 1 у

где %2 = dx21 dxv y' — dy ) dx^.

Введем x2 = ^хг, у — ух^; уравнения (12) при этом примут вид:

Решая (13), находим т) = т](5), х1 = х1(^); далее определяем 
х2 — х2(х1) и у—у(Х]), а уже затем г = г(л1).

г, л ди dv tВ слуаче безвихревых течении: = г—f-т, что дает для авто­
модельных движений:

d.X!
d In г

dx2 
din z + x2^ + al)- (14)аз
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Для осесимметричных движений (а3 = 0), решая совместно урав­
нение (14) и уравнения (6), найдем, что безвихревые течения воз­
можны лишь при = а2 = 0, таким образом, решение Буземана 
является единственным „автомодельным", безвихревым решением.

Тот же результат имеет место и для плоских движений (в слу­
чае безвихревых течений). Сравнивая в первом и втором уравнени­
ях (11) коэффициенты при у и у', найдем, что 2^ а2 = 0.

При этом должно быть:

^1-^1 ~Г Яз^І^І ~Ч -Vе 1 -*2 ~ а3 “Г а1) Л1-^2 Ч~ азХ2Х2 “Ч О*
Заменяя

xi — G3X1 + ( 1 + Я1) х2>
придем к результату: 

«1(^ + 4) = °’

откуда следует, что = 0 и а2 = 0.
Таким образом, безвихревые плоские течения определяются 

уравнениями:

d In и
+ S kai dy k d-^

\ dg/^ k—1 dE, _ + k-1 de,
26^ k + 1 , , « < 2*яз + 5 + , i 4+ T~ Г£ (яз + 5) 1 + ? + — 7)к — 1 к — 1 к—1

d In
(15)

d In z   (a 1 — 1 ДзИ v dw\
du и \ 3 du~^~ (k — \) w du ) '

В случае вихревых течений при s = const, исходя из уравнения 
Бернулли, можно притти к результату, что:

х? + х2 + —' = -Дд = const. (16)

Отсюда ясно, что для данной линии тока г = const.
В заключение отметим, что в самом общем случае установивших­

ся пространственных движений, зависящих от 3 независимых пара­
метров (функций), не существует автомодельных движений, завися­
щих от одного параметра, можно лишь найти движения, зависящие 
от двух независимых параметров.

Например, если написать уравнения газовой динамики в сфери­
ческих координатах, то, вводя:

иг = га' лД^б), = га'х2(у'$), U3 = га' х3(ф;0), 
w — г701 у (ф; 9), р — га‘ т] (ф; 6),

мы придем к решениям, зависящим от двух параметров ф и 0.
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