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В 1795 г. Гаусс доказал первый частный случай закона взаимно­
сти— квадратичный закон взаимности. В работах Гаусса, Якоби, Эй­
зенштейна, Куммера, Гильберта, Такаги, Артина, Хассе и других 
математиков закон взаимности был выведен в некоторых других 
частных случаях. Гильберт (2) поставил задачу о нахождении закона 
взаимности в наиболее общем случае. В настоящей заметке излагается 
решение этой задачи.

Относительно всех необходимых в дальнейшем определений и ре­
зультатов читатель отсылается к обзору (:).

Задача заключается в нахождении явной формулы для выражения:

где ( — ) — символ степенного вычета n-й степени, а а и р— два 

любых отличных от нуля числа произвольного поля алгебраических 
чисел k, содержащего корень степени п из единицы.

Как показано в работе R), задача о нахождении в явном виде 
выражения (1) сводится к нахождению явной формы для символа 
норменного вычета f~), а эта задача легко сводится к случаю, 

когда п есть степень простого числа п = рт. В этой же работе пока­
зано, что задача решается тривиально, если (р, р) = 1. Достаточно, 
следовательно, вывести явную формулу для (при п = рт, 

\ Р / 
р = 0 (modp).

При этом выводе мы будем основываться на давно замеченной 
/а, РА аналогии между символом в теории алгебраических чисел и

вычетом в точке р Res ad$ абелева дифференциала v.d$ в теории 
алгебраических функции. Мы попытаемся вывести для символа 

формулу, аналогичную той, при помощи которой определяется вычет 
абелева дифференциала.

Для вычисления вычета дифференциала a dp в точке р функции а 
и 3 раскладываются в ряды Лорана по степеням локальной унифор- 
мизирующей в этой точке. Но, к к известно, в аналогии между 
алгебраическими функциями и алгебраическими числами аддитивным 
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формулам в теории алгебраических функций соответствуют мульти­
пликативные формулы в теории алгебраических чисел. Поэтому есте­
ственно для определения представить а и р в виде некото­

рых произведений. Для этого мы используем функцию Д(а, л), вве­
денную в работе (3).

Пусть а — число из неразветвленного р-адического расширения и

а == а0 + а1р + а^2 + ...

его запись с коэффициентами а(, принадлежащими мультипликативной 
системе представителей, т. е. системе щ едстагителей состоящей из 
корней степени pf — 1 из единицы, где /—порядок р в этом поле. 
Под а->ар мы будем понимать автоморфизм неразветвленного поля, 
индуцирующий автоморфизм а-»а'' в поле классов вычетов.

Рассмотрим формальный степенной ряд:

, / , Рп Л1L (а, х} = Д р~па-Р хр ■
п=0

В работе (3) доказывается, что формально рассмотренный степен­
ной ряд

£(я,х) = / (а’л)

будет иметь целые /ыадические коэффициенты. Следовательно, он 
сходится для всех х, делящихся на простой делитель р.

Кроме того, функция Д (а, л) удовлетворяет функциональному 
уравнению

Е (а р, л) = Е (а, л) Е (Р, х).
Пусть k — р-а диче с кое замыкание поля h. Так как k содержит 

корень степени п из единицы, то показатель ветвления е поля £ де­
лится на р — 1:

е = (Р—\)ег.

Можно доказать, что если е=1 (р) в поле k, то е может быть 
представлено в виде

8= [МЛ?™, (2)

где тс — любое простое число в Д £ — корень степени рт из единицы, 
а рт-примарное число из k, записанное в форме, выведенной 
в работе (4). Значок i в произведении пробегает все целые значения 
0<г<е-ф-е1, взаимно простые с р. В дальнейшем во всех произве­
дениях будет предполагаться, что индексы i, J и k пробегают эту 
систему значений.

Не исследуя более подробно единственность записи (2), заметим 
только, что в ней а2 определены однозначно (modpm), а ‘С А—с точ 
ностью до множителя, равного рт-й степени единицы поля Д

Ясно, что любое число из £ может быть представлено в виде

а = nazv («г, А > (3) 
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где а — целое число, w — корень степени pf—1 из единицы, а а2 и
С имеют объясненное выше значение.

Пользуясь представлением (3), мы введем символ (а, Р), определен­
ный для всех не равных нулю аир из аналогичный вычету в 
теории алгебраических функций. Значением этого символа будет 
некоторое рт-примарное число из к, определенное с точностью до 
множителя, являющегося рт-й степенью. В связи с этим все даль­
нейшие равенства надо понимать как равенства с точностью до мно­
жителя, являющегося рт-й степенью.

Сначала при помощи формулы:

J £" (<х2, | E($j, ^тв ] =
\ /

- (*, *ГП *), Е ^аВ-ЬА} (4)
й /

мы сведем определение символа (а, р) для произвольной пары чисел 
к определению символов

К11) и E^j,^)).

Дальнейшая конструкция зависит от того, с каким случаем мы 
имеем дело: рф2 или р = 2.

Сначала разберем случай р=/=2. Здесь
(к, тс) = 1. (5)

Для определения символа

(£ (а, кД Е (р, кД)

представим число Е(7«Р, в виде (2):

£(ўаР, ^тс .
k

Тогда, по определению:

(£(а, rcf), £(р, ^)) = (/"с. (6)

В случае р = 2 нужно несколько модифицировать эти определения.
Для вычисления (к, к) представим число —1 в виде (2)

-1=

Тогда:

(п

Для вычисления (£(а, к’), £(р, rJ)) представим в виде (2) число:
ОО

EW, Г[Е^-Ч + 2Ь-^)^Ь, = П £(Та, •
а, b

Тогда, по определению:

(£(а,А (8)
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Формулы (4) — (8) определяют символ (а, р) для всех а и р из k.
Следующие свойства этого символа легко следуют из определения:

1) билинейность, т. е.

(«Л» ₽) = («р ₽)(а2, Р)

(«, ₽i₽2) = ₽i) (а> Рг);

2) кососимметричность, т. е.

(р, а) = (а,

Как это имеет место и для вычета абелева дифференциала, наибо­
лее глубоким свойством символа (а, Р) является его инвариантность. 
Она устанавливается следующей теоремой.

Теорема 1. Символ (а, р) зависит только от чисел низине 
зависит от выбора простого числа тс, которое фигурирует в раз­
ложении (2) и в формулах (4) — (8).

Символ норменного вычета связан очень просто с символом (а, Р). 
Как показано в работе (4), число А удовлетворяет уравнению

Ар — А = а,

где а — целое число из поля инерции #. Если под S(a) подразумевать 
след в поле инерции £ по отношению к полю рациональных р-адиче- 
ских чисел, то связь между силволом норменного вычета и симво­
лом (а, р) может быть выражена следующим образо л.

Теорема 2. Если (а, р) — гртлt то
Р /

Теорема 2 является простым следствием теоремы 1.
Все приведенные здесь результаты верны для чисел а и р из про­

извольного дискретно нормированного поля хар .кгеристики нуль с 
совершенным полем классов вычетов. Эго дает ответ на вопрос, 
поставленный в работе (5).

Поступило 
13X1 1948
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