
Доклады Академии Паук СССР
1949. Том LXIV, № 1

МАТЕМАТИКА
И. М. ГАНЗБУРГ

ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ СУММАМИ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 28 X 1948)

Пусть С есть класс непрерывных функций периода 2л, a Sn (f, х) — 
конечная сумма Фурье порядка п функции f^C. Представляет изве
стный интерес изучение тригонометрических сумм вида:

= 7 + + + + (1)О 
где {ая} и {₽„} — произвольные последовательности, с точки зрения их 
равномерной сходимости к f (х) для любой функции f£C. Легко ви
деть, что, не уменьшая общности, можно считать | ал | <^л, | ₽„ | -<л. 

Теорема. Для того чтобы
И™ %(а„, х)=/(х)

л~>оо ^2)
равномерно относительно х для всех fzC, необходимо и доста
точно выполнение условий:

ъ=-9а.------ Г О (Л-\ р,=-*е—+ о Р-1 (3)
п 3(2«+1) \л1пп/ п 3(2л4~1) 1 \nlnnj

где р—р (ri) и q=q (ri)— целочисленные функции от п—\, 2, ..., 
принимающие соответственно конечное число значений вида Зг — 1 
и 3s + 1 (г и s — целые числа).

Доказательство этой теоремы основано на следующей лемме. 
Лемма. Пусть
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При | ап |

4(«л> ₽я) =

тс имеет место асимптотическое равенство:
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Доказательство. Пусть ^!=А(ал) есть ближайшее к числу
2я + --an целое нечетное число; ^2 = ^2 (₽а) определяется так же. Бу- 

271
дем считать | | > | I •

Случай 1. 2+>9. Пусть #х>0 и #2>0. Полагая

Yn = V2(2«+8„==1/2(2«+ 1)₽„ — (7)

и принимая во внимание, что
1 /sinх — 1/х=О(1) для всех | х | <;тс/2, (8)

после некоторых преобразований получим:

Ln (а„, ₽„)=4 + 4 + /3 + Л + О (1), О)

FF fi_
/ 1 I Y I s’n " sin + Yn) sin (к + $n) I j

Зл3 J | / / + ki i 4- k2 I

/ _+ ( ў __Дпл____  sm (« + У ri) _ Sin (и + 6„) I
2 3л2 -J 2л —/-^+1 i Л2 ’0 Ь=Л-*і+1 1 Г 1 2 I (10)

I = i С у I sin и_______ sin (u + yn) _ sin (и + 8Я) I du
3 3k2 J, 2л — i — ^ + ^г+і i IУ l=n—

у _ 1 f ' I sin и  sin (и + Тя) _ sin {и + Вд) I
4 Зтс2 Z i-kr. l — k„ I

o' , = 1 1

Здесь и ниже штрих обозначает, что при суммировании опускаются 
члены со знаменателями, обращающимися в нуль.

а) Пусть ^<«/2. Оценивая все A, v = l, 2, 3, 4, получим:

г ^2.
1 Зтс2

In *2+ |sln дг ] In
О7Г J Л I

те
+ ~ f | sin и —sin (« + y„)— sin(« +8n)|a^-ln -J- + 0(1); Z2=O(1); 

3т? J kx
0

/ 3=0 (1); 4111 + A ln (*1 - + A Isin VIln A +
7C2 ОТТ** 07C I 2 \ K2

+ 4 f I sin«—3in(a +Y„)—sin(u + 8„) | du-\n ~ + 0(1), 
Зтс2 J «1

0 
если + ^i/2>

7 =Л1п^ 4- Л1П(^-#2) + — I cos^+^lln 4Нг +
4 Зтс3 2 1 Зтс3 V 1 27 1 Зтс3 I 2 I A - A

7C
I sin и — sin (и + Y„) — sin (« + 8„) I duAn ~ + 0(1),

0

если k2 >^/2,
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откуда Ln Р„) = ^- In #2 + -^ In (£х - k2) + In k^\ ~ + 
&кй Зк4 #1

+ — I Sin — I In — + — I COS Уп I In ———- + 
3*4 2 I Аа 'зИ 2 I At - k2 r

К
+ A ( I sinu-sin(« + Y„)-sin(« -b8„)|rf«.ln — 4~ 0(1). (11)

3" J Al
0

б)При^>п/2, производя соответствующие оценки, получим:

£- = А,п^+І'п(а‘-«+ ilsln тфн-г+оі1)-^-?’ <12>ОТС u7G ОТС I 4 [ Л

£. =£1п^+Ліп(*,-«++
О'- ОК ОК I 2 I -----^2 2

При 4 <0 и #2<0 приходим к тем же оценкам, если заменить 
kv 4 соответственно их модулями.

Случай 2. ^^<0.
Пусть #!>0, #2-<0. Как и в случае 1, пользуясь (8), находим:

Ді(ал’ Рл)— Л ^2 4~ /з + ^4 4~ 0(1)’ (13)

= 1 v ' — Ч'ІІЕІМ _ Sin(tf+sn) ^.г
3~2 J [ і + Aj i — I k2 | ’

К л
1 Г У sin g_______ sin (и 4- уд)________ Sin (и + 8J , I

Зл2 J !-пъ д.1 2и — Z — Al + 1 i 2n—i — Ai— I А2—Н1 I

1 С п 11 Sinn _ sin (и + 7Я) _ sin (и + Ъп) I
Зтг2 J “ I Z * ~Ь | ^2 I I

о 1~
п

(14)

< р п1 ( I______ sin и______
^2J п + 1

у п~ 1 я21 4-1

sin (и + 7Я)
Чп---І---  kx----- | ^2 I + 1

si-n(“+M du. 
i

Производя соответствующие оценки, получим:

L„ (а„, Рд)— ■— 1п | | -|----- In 4* ~: I sin —— I In 4“л\ n’ Ил/ 3jt2 I -V2 I I 37ta 1 I 3jri I 2 I A2 1
П

4--^- f I sin « - sin (//4-Y„) — sin (u 4-3„) I z/nHn ~ 4- 0(1), 
ok" 1

0

если ^<n/2, I I < я/2;

4(’..М=^1п1^1 inl^l + O(i), (15)
OK OK OK |^l /?2 I

если ^>-«/2, I I -<n/2:

Sin^ In ----- n...- -4
Зка Зка 2 2n — ki — I «2 I

+ ^1пя+0(!), если^>-^, |^2|>y. 
OK А Л
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При ^<0, Л2>0 получим такие же оценки, если заменить 
на | I • Сравнивая (И), (12) и (15), легко обнаружить, что асимп
тотическое выражение Ln для всех возможных случаев имеет вид: 

1" I I + £ Ш I I + A| AAI +

+ Л In I 4- A sin Al in Л I
Зл2 п 3л2 2 A, 1

+ 4; ( I sin Ц — sin (« + y„) — Sin (« + 8„) I dzz.ln—+ 0(1)- (16) 
orc2 J I Al I

b
Отсюда нетрудно получить (5).
Доказательство теоремы. Пусть En(J)— наилучшее при

ближение порядка п функции /(х), a <A(f,h)— ее модуль непрерыв
ности. Нетрудно убедиться в справедливости неравенства:

I | <[1 +Ln]En(f) + 4 ш(/,ая) Д- 1- «(/,₽„). (17)
О о

Из леммы следует, что Ln ограничена тогда и только тогда, если 
^(а„)=0(1), ^2(₽„) = 0(1),

ТС

( | sin« — sin (« 4- у„) — sin (и + 8 ) I du—О Y (18) 
J \ln n J
0

что равносильно (3). Необходимость условий (3) вытекает в силу (5) 
из известной теоремы о последовательности линейных операторов с 
неограниченными нормами.

Замечание. Можно рассматривать метод суммирования:
Л А=Sn (f, х 4- ап) + sn (f, % + ₽„)- s„ (f, X). (19)

Его константа Лебега

W=3Z,/an±-^-, ₽я±^) + 0(1). (20)
\ Ztl -f~ 1 2/Z-f-l/

Из проведенных выше рассуждений легко получить необходимое 
и достаточное условие сходимости w„ (а„, р„;/, х) к f(x) на классе 
непрерывных функций периода 2л:

а=—----- р ----- \ (21)
3(2л + 1) 1 у л In л/ " 3 (2л 4-1) \л1пл/

где р=р(п)п q — q (п)—целочисленные функции от п—1, 2, ..., при
нимающие соответственно конечное число значений вида 6г — 1 и 
6s-ф1. Суммы (1) и (19) соответственно при ₽„=—ая = 2л/3п и р„ = 
= —ап = л / 3/г в неявном виде содержатся в работе Рогозинского (4-

В заключение считаю долгом выразить глубокую благодарность 
А. Ф. Тиману за постановку задачи и ряд ценных указаний.
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