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МАТЕМАТИКА
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ОБЩИЕ ФОРМЫ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАЦИЙ В ПРОСТРАНСТВАХ 
СО СЧЕТНЫМ БАЗИСОМ

(Представлено академиком В. И.(Смирновым 2411948)}}

Многие авторы занимались вопросом об общей форме линейной 
операции, отображающей одно пространство типа В в другое 
(Г. М. Фихтенгольц, Л. В. Канторович, Б. 3. Вулих, И. М. Гельфанд 
и др.). Во всех случаях оба или одно из пространств предполагались 
конкретными.

В настоящей заметке дается общая форма линейной операции из 
любого пространства типа В в любое пространство типа В со счетным 
базисом и наоборот.

Если в пространстве Z типа В существует такая последователь­
ность элементов {zt} с Z, что ф/(г/)=1, фг(гу)=О и каждый элемент 
z z Z может быть представлен в форме

ОО

/=і
(1)

где ряд сходится по норме пространства Z, то говорят, что про­
странство Z обладает счетным базисом (х).

Впредь под символом Z мы и будем разуметь пространство типа В 
со счетным базисом, сохраняя за и ф,(г) их указанные значения. 
Сверх того, будем предполагать, что

п +т

2 о)
Z = 1

* 0). (2)

X всегда будет обозначать пространство типа В.
Теорема 1. Общая форма линейной операции z=u(x), пре­

образующей пространство X в пространство Z, имеет вид

ОО

г=п(х)= (3)
i= 1

* Последующие теоремы имеют место и без этого предположения, за исключе­
нием оценок норм рассматриваемых операций. Пространства с, 1Р (при р^1) этим 
свойством обладают.
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где последовательность линейных функционалов {/Д g X* такова, 
что для каждого элемента х€Х предыдущий ряд сходится по 
норме пространства Z.

При этом

2 wг = 1

Доказательство. Рассмотрим операцию (3); аддитивность ее 
очевидна. Так как операция и(х) является слабым пределом после­

довательности линейных

=sup у то она

операций [ ип (х}= V z.fl
* г = 1

линейна и

1КН =

2 W
г = 1

J и 1! <С Jim sup 
л->оо' II X ||< 1 (4)

i -1

Наоборот, пусть дана произвольная линейная операция, отобра­
жающая пространство X в Z. Тогда, в силу (1), имеем:

К, 00 00
г = «(л)= ^гД(г)= для z^u^x^Z,

І Z = 1 1

где ряд V zf^x) сходится по норме пространства Z для

каждого х £ X. Так как при этом II и (х) ц = 

, п

00

силу (2), ; 2 zifM

lim

II п{х) || для каждого х С X. Следовательно,

I syp (5)

, то, в

Из неравенств (4) и (5) следует равенство
п

lim sup
л->00 ІІХІК1 2 z>fi о) । = и«и.

Георема 2. Общая форма линейной операции x—v (z) 
жающеи пространство Z в пространство X, имеет вид отобра-

л=ц(г)= 2 x-fy^z), 
z=l

(6)

где последовательность {xj с X такова, что

а)п I! II 1 ^1"".| i -=l
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При этом

II V II = sup 
Ml <i

00

2 MJ2) = lim sup 
л->00 0 г IK 1

n

2 xdi (г)

Доказательство. Пусть условие (7) выполняется. Тогда утверж-

{П

І = 1
n
2 &
i = \

II II =sup 
MI<1

слабо сходится. Действительно, для точки

z = 2 zd> z 
/=і

W„+m(z)-vn (z)|| =
n+m

2 MJ2) - 2 mJ2) =
[ л4-л»

(8)
n

Последнее выражение под знаком нормы является значением опера- 
00

ции vn+n вточкег„ = V MJZ)> стал0 быть,
i = л-Н

п+т

* Ji (2) <11 Vn+mU • II Zj <7И|| Z„ll. (9)

00 _
Так как из сходимости ряда у MJ2) вытекает, что II £„!!<£ для 

І = 1
всех n > Ns, то из (8) и (9) следует || vn+m (г) — vn (z) и < Ais (г 6 Z) 
при всех n^Nz, т^=\, 2,... Значит, операция

oo n
=-и(г)= V х2фДг) = lim 2 M,'(2)= lim г/п(г) 

“ »->00 г = 1 n~>00
динеина и

|| vn (z) II < lim sup 
П fl

(10)

Пусть теперь x=v(z) будет произвольной линейной операцией, 
отображающей пространство Z в X. Тогда, в силу (1), будем иметь

(
со

2 Мг (2)
І = 1

/ п
lim М 2 2(г) | =

л->00 \ ( = 1 /

= lim 
л^-ю 2 (гі) (2) = 2 (г^

1 = 1 І = 1

Полагаем xl = 'v(zl) для каждого i — l, 2,... Тогда получим, что
ОО п

x=v(z)= у MJ2) = lim 2 MJ2)> 
n->ooх=1 t—1

1539



и, значит,

sup sup
л>1 II г If < I

2 (?)
z = i

Так как, в силу (2), для каждого и п=1, 2,...

то

lim sup
л->со || г || <1

п

II V II. (И)

Из неравенств (10) и (И) следует равенство

II v || = lim sup 
Л->ОО || Z Ц< 1

п

2
Из теорем 1 и 2 непосредственно могут быть выведены: 1) общая 

форма линейной операции из пространства X в пространство 1Р 
(Л. В. ^Канторович и Б. 3. Вулих для р>1, И. М. Гельфанд (4) 
для р—1); 2) общая форма линейной операции, отображающей 
РР°странство / в пространство X (Л. В. Канторович (3) для Р>1, 
И. М. Гельфанд (4) для р = 1); 3) общая форма линейной операции, 
отображающей пространство X в пространство с и, наоборот про­
странство с в пространство X.

Из последнего, в свою очередь, легко может быть получена: 
) общая форма линейной операции, отображающей пространство с 

в слабо полное (по Banach’y) пространство X (И. М. Гельфанд (4))
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