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ОБ ОДНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ СХЕМЕ ОБЩЕГО ВИДА
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 2 II1948)

В дальнейшем функциональными символами

и[Л]—J F(x)db(x) (1)

обозначаются суммы вида А,/7 (а,) (А, и at — комплексные числа), 
интегралы, взятые по дугам или областям в комплексной плоскости, 
вида \ F (х (s) + i v (s)) a (s) ds или \ \ F (х + О')«(*, У) dx dy (a(s) и 
а.(х,ў) — комплексные функции), или, наконец, более общие интеграль­
ные образования типа Радона — Стильтьеса, взятые по заданным мно­
жествам в комплексной плоскости, Функционал (1) порождается неко­
торым распределением „комплексных масс“ в рассматриваемой области; 
он имеет смысл (числовое значение) для любой функции F (х), непре­
рывной в том множестве точек Е, в котором распределены массы. 
Это множество Е, естественно,— замкнутое; для наших целей доста­
точно также считать его ограниченным.

Предположим, что имеется nA 1 таких функционалов:

Um[F\=\F(4d^M (m=0, 1, . . . ,«); (2)

пусть ^—соответствующие множества распределения масс, Множество

5= У Ет замкнуто и ограничено. По поводу функционалов Um[F\ 
о

мы сделаем допущение, что не существует многочлена Рп(х 
степени я (кроме Р„(х)^0), который их все обращал бы 
в нуль. Если бы такой многочлен Рп (х)=с0-\~с1х + ... суще­
ствовал, то из условий

= 0 (/«-0,1,...,«)

вытекало бы следствие

с0 11] + С1ит W+ . . . + cnUm М-0 (m-0,1,.. .,«),

и тогда определитель

U„ - II и, [л*] || i, k=o, 1 (х0,..., хп) d^0 (х0),.. d^n (х„) (3)
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равнялся бы нулю, и обратно. Здесь через W обозначен определи­
тель Вандермонда

lF(x0,...,x„)= || 1, ^,...,^”11 = ГІ ^-х^.
«к

Итак, мы допускаем, что
W (4}

Пусть некоторая функция f(г) регулярна в области/?, содержащей 
внутри множество 5; пусть замкнутая кривая С лежит в области D 
и охватывает 5; пусть, наконец, точка х расположена как угодно 
внутри С. '

Рассмотрим интеграл

f ... П - ~~ («О, •••,*„) rflo Оо) • • • d}n (г„)

кп v > х> — 1---------------;-----»------ ------------------------------------- dz. (5}
2к1с г~х J •••

Выражение R„(f,x) обладает-следующими свойствами 1 и II.

!• [Rn (f, *)]=0 (Щ = О, 1,...,п). (3)

В самом деле, принимая во внимание, что

W(x0,.

мы получаем:

п
•Л)П(*~ xJ=W(x, х0,..., х„\

v = О

[R„ (f, *)] = j R„ (/, X) d^m (Л) =

^т(.х) d[0(x0)... diin(xn)^(V, Xo........X„)

(z-x) П (« — xj
-------------------------------dz.
x^d^^x^-.-d-^^x^

Можно представить (п-|-2)-кратный интеграл в числителе дроби 
в виде следующего определителя (л+2)‘г0 порядка, разнося по строч­
кам определителя IF(х, х0,..., хп) двучленные множители в знамена­
теле и знаки интегралов:

f d'^x) xd^m(x) f хп~^^фт (x)

J z — X
C
J z~ x°

г — X J z — X

Xad'jo (v0) 1 Xg^"rf4o(vo)

г ~ *0 J z — x0

C d'^Xn) |

J z — xn
^xMxn) . . . Г хп+^п(хп}

Z Xn Z --  Xn
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Но в этом определителе совпадают две строки (отличающиеся 
одна от другой лишь переменными интегрирования х и хт); значит,, 
определитель равен нулю, откуда и следует нужное заключение.

II. Разность

Pn(f,x) = f(x)-Rn(/,x)

представляет собой многочлен степени п.
Действительно, выражая f (х) через интеграл Коши, легко пере­

писать эту разность в виде

Ря(/,^=

П (г —^)—П («~ S)
V = 0 V = 0 ^(*0. • • • 1*я) Л / \ ,

Z — X П
п (*-*Д

_________________________ \=0________________________

j ........*«) d^« ■ • • d'h (v„)

и так как дробь
(7>

П (* — хД — п (х - S)
^ = 0 *7 = 0

Z— X

очевидно, есть многочлен степени п относительно х, то это же спра­
ведливо и по поводу всего рассматриваемого выргжения.

Задача. Найти многочлен Pn if, х) = Рп (х) степени п согласно 
условиям

UM=Ua\f\ («=0,1,...,«) (8)

и оценить разность {остаточный член)

R„(f,x) = f(x)-P„(/,x). (9).

При предположении Un=^0 задача имеет, очевидно, единственное 
решение. Из предыдущего изложения вытекает, что искомый много­
член представляется формулой (7). Формула (5) дает остаточный член.

Простейший частный случай интерполяции Ньютона получается, 
если положить

(« = 0,1,... ,«; а,^ ак при i =f

Тогда формулы (7) и (5) пссле небольших преобразований прини­
мают вид:

рп (/.*)= 2/(^) "(V)
(* - И' (^)

и
I 11U)

2та,’ г — х 11(2) dZ’ 
С
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где положено
п 

пи)— Пи—«П- 
v=0

Заметим в заключение, что формулы (7) и (5) могут быть записаны 
и следующим образом:

Рл {f, х) — — ^ ... ^ Pn(f, Х',х0,. ■ ■, хп) U7(х0,,.., хп) с/ф0 (%0)... (хп),

(10)

R„ (f, л) = ——. 1 Rn (/, х; х0,..., х^ W (хи,. . ., х„) d^0(x0)... d^n (х„), 

(in

причем Pn(f, х; х0,..., хп) обозначает интерполяционный многочлен 
Лагранжа степени п, построенный для точек интерполяции х0, xlt ... 
... .хп; R„ (f, х; х0,... ,хп) — соответствующий остаточный член.
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