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                               ПРЕДЕЛЫ 

 

          1.1 Предел последовательности 

 

Определение: Пусть каждому натуральному числу n поставлено 

в соответствие действительное число xn. Совокупность  чисел 
x1,x2,…xn,… называется числовой последовательностью. 

Например 

        

                             ,…  ,….    

 
Определение предела последовательности.  Число  называется 

пределом последовательности , если для любого сколь угодно малого 

положительного числа  найдется такой номер N( ), что для всех 

n>N( ) выполняется неравенство: 

 

                     .                                                            (1.1) 

 

Символически  записывают так: 
 

 
В этом случае говорят, что последовательность сходится.  

Если раскрыть модуль в неравенстве (1.1), то получим, что чле-

ны последовательности, начиная с некоторого номера, попадут в ок-

рестность точки a:   (a– ). 

 

        Свойства содящихся последовательностей 

 

1. Если последовательность сходится к числу a и a > p  (a < q), 

то все значения переменной, начиная с некоторого номера тоже будут 

> p (< q). 

2. Если последовательность имеет предел  a>0 (<0), то начиная с 

некоторого номера, все члены последовательности >0 (<0). 

3. Если последовательность сходится, то она ограничена. 

4. Предел сходящейся последовательности единственный. 
 

Пример. Пользуясь определением предела последовательности, 

показать, что            
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Решение. Модуль разности 

 

 
 

при   

Таким образом, для произвольного  существует такое 

N( ),что при  n>N( ) выполняется неравенство (1.1). Следовательно 

число  является пределом нашей последовательности. 

          Действия с пределами. Если две последовательности 

   имеют пределы соответственно a и b ,то 

     

 
В последней формуле b 0. 

 

Определение бесконечно малой последовательности 
Последовательность называется бесконечно малой, если  

 
 

Определение бесконечно большой последовательности 
 Последовательность называется бесконечно большой, если для 

любого  сколь угодно большого A>0, начиная с некоторого номера N 

выполняется неравенство  . 

Если последовательность является бесконечно большой и все ее 
члены, начиная с некоторого номера  >0 (<0), то символически пишут 

 

       
 

Свойства бесконечно малы 
Сумма конечного числа бесконечно малых есть бесконечно ма-

лая. 

Призведение бесконечно малой последовательности на ограни-
ченную последовательность  есть бесконечно малая последователь-

ность. 

Если последовательность   является бесконечно большой,то 

последовательность      является бесконечно малой. 
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Например:   последовательность  n  - бесконечно большая, а 

  - бесконечно малая. 

 

       Пределы некоторых последовательностей 

 

При вычислении пределов полезными являются следующие 

формулы 

 
 

 

 
 Используя эти формулы, вычислим  пределы вида 

 

 
Этот предел представляет собой неопределенность вида .  При 

этом возможны 3 случая: 

1. m = k. Предел в этом случае равен   

, 

 
2. m < k.   Предел в этот случае равен 0. 

 

. 

 
    3. m > k. Предел в этом случае равен . 

           
При вычислении пределов могут вочникнут неопределенности 

вида  ( ).  

Пример 
  

. 
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В этом случае нужно умножить и поделить   на 

. 

В результате получим 

 

. 
            

          Пример:      . 

Для вычисления этого предела воспользуемся формулой 

 

                  . 

Откуда 

. 
 

1.2.  Монотонные последовательности. Число e 
Определение. Последовательность называется монотонно не-

убывающей  (невозрастающей), если 

 

. 
 

Теорема о существовании предела монотонной последова-

тельности.  Если монотонно неубывающая(невозрастающая) после-
довательность ограсничена сверху(снизу),то она сходится. 

Пример.    . Эта последовательность ограничена 

сверху и монотонно возрастает, следовательно она сходится       
 

. 
 

Пример.  Последовательность задана рекурентной формулой 
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Очевидно,что последовательность возрастает и ограничена 

сверху, например ,числом . Следовательно последовательность 

сходится и имеет конечный предел a. Переходя в равенстве к пределу 
получим 

. 
 

Откуда, решая квадратное уравнение, получим 

 

. 

 

         1.3 Теорема Штольца  
 

Если =  , причем начиная с некоторого номера после-

довательность     монотонно возрастает. Тогда  

 

. 
 

Пример. Вычислить предел последовательности   

 

Полагая   .   

Имеем 

          . 
  

Расклдывая выражение  по биному Ньютона и огра-

ничиваясь первыми двумя слагаемыми, получим 

 

+… . 

 

Подставляя это выражение в предыдущую формулу, получим 

 

. 

 

Пример. Пусть последовательность   имеет предел, тогда и 

последовательность  =   имеет тот же предел. 
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                       2.1.  Предел функции. 

 

         Определение предела функции по Гейне. Чило b называ-

ется пределом функции в точке a , если для любой последова-

тельности , сходящейся к a , элементы которой не равны a, соот-

ветствующая последовательность  значений функции  сходит-

ся к числу b. 

Определение предела функции по Коши. Чило b называется 

пределом функции в точке a, если для любого сколь угодно ма-

лого положительного числа ϵ  найдется такое δ>0 , что для всех  , 

удовлетворяющих неравенству  δ , выполняется нера-

венство 

. 

 

Символически записывают так 

 

. 
 

Правила вычисления пределов такие же как и для последова-

тельностей. Так как  

 

То                   

 

 
 

Если , то последний предел представ-
ляет собой неопределенность 0/0. В этом случае нужно разложить 

числитель и знаменатель на множители и сократить множитель, кото-

рый обращает числитель и знаменатетель в ноль. 

  Пример.  Вычислить предел функции 

 

. 
Ответ:   –3. 

 

 Пример. Вычислить предел функции 
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. 
Ответ: 5. 

  

2.2. Бесконечно малые функции 

 

      Определение. Функция α(x) называется бесконечно малой в 

точке a, если предел функции в этой точке равен 0. 

. 
 Если функция f(x) имеет в точке a предел равный b, то име-

ет место представление 

                                            =b+ α(x). 

Например  функция  является бесконечно малой в 

точке . Функция  также является бесконечно ма-

лой в точке  . Очевидно , что вторая функция стремится к 

нулю быстрее, чем первая.  

   Пусть две функции α(x)  и β(x)  являются бесконечно ма-
лыми в точке a. 

    Если 

. 
 То говорят, что функция α(x)  имеет в точке a более высо-

кий порядок малости. 

     Если 

 

. 

и b  , говорятся , что функции имеют в точке a одинаковый по-

рядок малости. 

Если b = 1, то говорят, что функции являются эквивалент-

ными бесконечно малыми в точке a. Символически  пишут α(x)  

β(x)  . 

Пример. α(x)    .  В этом случае 

. 
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Следовательно эти функции являются эквивалентными бес-

конечно малыми в точке   

Пример. α(x) . В этом случае 

 

. 
 

Следовательно эти функции имеют одинаковый порядок 

малости в точке   

2.3. Первый и второй замечательные пределы 

 

Первый замечательный предел имеет вид 

 

Следовательно в точке x = 0, . 
Пусть функция α(x) является бесконечно малой в точке a. 

В этом случае в точке a: . 

При вычислении пределов в точке  x = 0   справедливы формулы 

 
Пример. Вычислить предел  

. 

Мы в этом примере заменили  . 

 

Пример. Вычислить предел 

. 

Мы в этом примере заменили  . 

Второй  замечательный предел имеет две формы записи 

 

, 

. 

Пусть функция α(x) является бесконечно малой в точке a. 
Тогда второй замечательный предел можно записать в виде 
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. 

 

Используя второй замечательный предел можно вычислить сле-

дующие пределы 
 

 
 

Откуда следует, что в нуле 

 
 

Пример. Вычислить предел 

 

 
 

2.4. Вычисление пределов от показательно-степенной функции 

 

, 

 

. 
 

Пример. Вычислить предел 

 

. 

В случае когда A=1  а  B=   предел представляет неопределен-

ность .   В этом случае для вычисления предела используется фор-
мула 

 

. 

Пример. 

 

. 
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   2.5. Вычисление пределов с помошью правила Лопиталя 

 

Правило Лопиталя позволяет раскрыть неопределенности    и   

Теорема.  Пусть функции f(x) и g(x) – дифференцируемые функ-

ции и g’(x) . Тогда если функции f(x и g(x) являются бесконечно 
малыми или бесконечно большими в точке a, то 

 

. 

 

при условии, что предел правой части существует. Отметим, что пра-
вило Лопиталя применимо не всегда. Предел левойчасти может су 

ществовать, а предел  правой не существовать. 

Пример. 

 

. 
 

В то время  как, предел отношения производных не существует. 

Пример. 

 

. 
 

Пример. 

. 

 

Правило Лопиталя позволяет раскрывать и другие неопределен-
ности: 

 

. 

 

Неопределенность раскрывается следующим образом: 
Одна из функций осталяют в числителе , а вторую заносят в 

знаменатель. В результате получается неопределенность   либо   . 
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Пример. 

. 

 В этом примере мы свели неопределенность )  к неопре-

деленности   . 

   Для раскрытия неопредеденностей   воспользу-

емся тождеством 

 

. 
 

В результате 

 

. 
 

Пример. 

 

. 
 

3. Задания к тесту по пределам 

 

                              Вычислить пределы 

 

                                   Вариант 1 
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                                         Вариант 2 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
                                         Вариант 3 
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                                              Вариант 4 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 
 

                                              Вариант 5 
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