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МА ТЕМА ТИ ЧЕСКА Я ФИЗИКА

М. И. РОЗОВСКИЙ

ОБ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ТЕЛЕГРАФНЫХ 
УРАВНЕНИЯХ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 6 I 1948)

1. Рассмотрим процесс передачи энергии по длинным проводам 
при наличии магнитного и диэлектрического последействия.

Согласно теории магнитного и диэлектрического последействия 
Вольтерра (*), обычные формулы В=о.Н и D=sE необходимо заме
нить следующими

- - е _ _ z
— ^H^dx, D=^E-\- \ z^t — ^E^dx, (1)

— 00 — ОО

где В магнитная индукция, D — электрическое смещение Н и Е_  
магнитное и электрическое поля, ^(7 — т) и ^ — ^ — коэффициенты 
магнитного и диэлектрического последействия соответственно.

Путем обычных рассуждений, но с учетом формул (1), можно 
получить систему интегро-дифференциальных уравнений, описывающих 
наш процесс:

-- - ОО

аТ“01/+с?+ )
— 00

где J — сила, V—напряжение (отсчет координаты идет от конца 
линии). Функции <р(/ — т) и ф(£ — т) будем также называть коэффи
циентами магнитного и диэлектрического последействия соответственно, 
поскольку они отличаются от — т) и —т) лишь постоянными 
множителями, не зависящими от природы материала линии.

Пусть к зажимам линии приложена периодическая э. д. с.
Тогда, принимая У= Vxeiat, J=J , получим 7=^^+

где L ( 'Hz)eiwzdz 
о

G Я С + \ Ф (?) eimz dz . 
о

Представляя и £2 в виде ^1 = ^1егФ1, #2=£2вг*', получим

ф1 = arctg—,
R»
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Ф2 = аГС

00

Rt=R— <o ? (z) sin ^z dz,
0

oo

q, — G — Ы ф (?) sin uz dz, 
0

(3)

A, = L 4- <p (?) cos coz dz, 
о

G. —С+^ Ф (?) cos wz dz.
0

.,1=2=,=^=^
мулах установившихся процессов, определяют -
случае Гт е при отсутствии последействия), заменить А, С, R и О 
соответственно величинами L„ С., R, и О,, определяемыми форму
лами (3).

Для различных частот со будем иметь:
если ^о, то

где6Д™ В t2’ В°—-постоянные, ‘зависящие от параметров коэффи
циентов магнитного и диэлектрического последействия. А

Например, принимая коэффициенты последействия • • Р
дьева (2), получим:

А^Х,, B1=aqxa, A2=kjq, B.^bk^/q, 
гдех , -константы установившейся намагниченности и поляри
зации соответственно, а и b скорости релаксации, q 4 1 ,

d- расстояние между центрами проводов, г наличии
2. Рассмотрим теперь устанавливающиеся процессы р

магнитного и диэлектрического последействия. „„„„„„ пяппяже- 
Пусть начало линии длины / находится под постоянным напря

нием Е, а конец заземлен.
В этом случае граничные и начальные условия оуду 

у^ц^Е, V(/,0 = 0, V(x,0)=0, J(%,0) = 0. (4)

Положим V=Vx + V2, где
значения электромагнитных процессов, Т2, Л nePeLApnpHUPHalbHbix

Тогда V, и будут удовлетворять системе дифференциальных 
уравнений

— dVJdx = R*Jr, —dJJdx=G*Vx, (5)

/?* = /?-Н(0)+ J
О

О‘ = О + Ф(0)+/ ^(z)dz, 
О

V2 и J2 — системе интегро-дифференциальных уравнений

d-^dx, 
дх dt J 01

о 
t

— QV^ С^+ Сф(Г-'г)^-^- 
дх “ dt J ох

о

(6)

В упавнениях (6) влияниями последействия, предшествовавшими 
моменту /0 — пренебрегаем. Отсчет координаты производится от 
начала линии.
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.d2^;---- -=a, dx2
d2V2 

dl df

Исключая /2 из системы (6), получим 
t

,, . d2V. , , ,, ,^1 .Фі(У-5)~— +ф2^— s)— ds, 
ds2 ds

(7)
a^LC, a2 = RC+ GL + Лф (0), a3 = RG, ^G — s^CyG-s), 

^G~s) =Rb G - s) + L s ' + G? (^ - г) 4-0 (0) ? (7 - 4 +

t
1 Г // ч^ф(т — S) , + \ 9 G — 4 —“—'d^.

J <JT
5

Решение (7), удовлетворяющее граничным и начальным условиям
У2 (0,0=0, 1/2(М)=0, y2(x,0) = -V1> Ж,(х,0)/^=0, 

будем искать в виде

K2U,0 = 2 T.G) sin^. 
л=і 1

Тогда получим

+ a2Tk + + а3^ Tk + J [о, G - s) Tk (s) +

+ $2(f-s)T;'(s)]^ (8)
Частный случай уравнения (8) уже встречался в нашей предыду

щей статье (3).
Общее решение уравнения (8) будет

Tk^e-btt[AYUxG, + AMR ЧЧ (9)
где Х*=^//, 6* = [/?С+GZ+6ф(0)]/2АС, LR и U2 — две новые 
специальные функции, определяемые соотношениями

QG-^P1G)^> 
о о

<7 + — М+ f [К.G-^ G - т)] dz,

О

Х2 Р t
Pi==q-G-± + Ks^t-z}d^ QG-^=t-x-( g-s)PG--G ds, 

ai J J
0

где PG —т) — резольвента ядра ^4-—^(7 — т)4-ЛГі(7 — т)-|-

+ J [Ki G — s) + (s — G — S)1 ds,

4:d I CLn 1 i
K,G-^^-^G-^eb

4a‘ Щ

К у G — ^= A [«іФз G — ’) — aA G — eb*{t ~ ” - 
йі
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К.{t - т)=-^- [а^-1) - (t-^\ eb*(t т)
4^

Тогда искомое выражение для V можно написать в следующем: 
виде

V=Е * V
sh р* I А

k~

. nk

. k~x sin —
/

(Ю)

где

Сравнивая формулу (10) с классической (4), видим, что для полу
чения I/ при наличии магнитного и диэлектрического последействия 
достаточно в классической формуле, определяющей V, заменить по
стоянные р, b и пк соответственно величинами р‘, Ь*, п*, а гипербо
лические функции shn^ и ch — соответственно функциями 
и У2(Л ^)- Так, J можно определить, пользуясь формулой

X X

J = S(t}- g\v^, V^,
J di J
о 0

t X
- £ Ш — t)— ? z)dxdT, 

J th J
о о

где S(f) определяется из уравнения

LS' (0 +W) + J ?(^-t)S'(t)^ = 0.
о

Окончательно получим

G*£ ch p* (/ — x) £ 

” p‘ sh₽*/ W

oo ( г *
- 2Ele- b*‘ V t2 1 2 2 (G* + b*) U, {t, (t, д2)

+ &‘t/2(T, X2) + >.2) I cos

Поступило 
30 X1 1947
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