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1 . В теории поверхностей эллиптического пространства, наряду 
с сопряженностью в смысле Дюпена, полезно ввести в рассмотрение 
два проективных соответствия в пучке касательных.

Определение. Касательную назовем правой (левой) клиф- 
фордово-сопряженной с tv если она касается линии соприкосновения 
поверхности с описанной около нее линейчатой, составленной из 
правых (левых) клиффордовых параллелей к /х.

Эти соответствия не инволюцион.ш, но если ^—правая к.-сопря- 
женная для tx, то —левая к.-солряженная для А,. Аналитически 
соответствия записываются так:

bikdu^uk^= ± Уg{du4u2—duW), (1)

і де glk, Ьл первый и второй тензоры поверхности эллиптического 
пространства, а радиус кривизны пространства принят равным едини- 
це, или

bltip'qk= J- sin со, (І')

где р, q орты к.-сопряженных касательных, а <о — заключенный между 
ними угол. J

Двойными элементами соответствия служат асимптотические каса­
тельные.

Поверхности нулевой кривизны характеризуются тем, что для них 
соответствия вырождаются.

Если г) (г=1,2) —к.-сопряЖенные касательные, a сопряжены 
с Г; в смысле Дюпена, то у к.-сопряжены между собой.

Теорема. Гауссова кривизна поверхности эллиптического
пространства равна ангармоническому отношению касательных

Поверхности сдвига эллиптического пространства характеризуются 
наличием чебышевской к.-сопряженной сети.

2 . Рассмотрим изгибание поверхностей эллиптического простран­
ства с сохранением к.-сопряженной сети.

Если положить blk = Уg \k, то условие, чтобы координатная сеть 
была к.-сопряженной, записывается так: Д122=1. При этом гауссова 
кривизна л — AuA22'
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Положив Дц —ЎК, t 1\/К и подставив в формулы Кодац- 
ци (Д, получим:

bt-A-c, = aj-* + V-' + cp (2)du ' dv

где
a = Гк b = - 2Гк К^І', с = Г}! + Д2 (1g K)u.

b^-^K^' c^r^ + ^dg^,. (3)

Необходимое условие совместности:

- 2  ̂j + 4- be, - Sab. \+d± + d^-4aal-2bbl+ 
\dv / / dv du

^f-it^ -b.c- ‘̂ b ) +^(^-2a^)-0. (4)
' Vu / \du /

Если сеть к.-сопряжена на пяти изометричных поверхносі ях, ю 
она сохраняется при непрерывном изгибании.

3°. В случае поверхностей сдвига Ь — Ь1—О, и уравнения (2), (о), 
(4) совпадают с аналогичными уравнениями для изгибания поверх­
ностей переноса евклидова пространства (2).

Это приводит к заключению: каждой паре налагающихся поверх­
ностей переноса евклидова пространства соответствует изометричная 
пара налагающихся поверхностей сдвига эллиптического пространства.

Для поверхностей сдвига эллиптического пространства, допускаю­
щих непрерывное изгибание, уравнение (4) выполняется тождественно:

дш 1 д . wa , дш_  1 д ,
С g “Ти “ ? ди dv 2 dv (5)

д2 | a>u <»v _ g <ott <°у
ди dv sin2® stn2w

где «— угол между кривыми сдвига.
Решение системы (5) есть:

cos ы—UV, (6)

где U — произвольная функция и, V— функция у.
С другой стороны, воспользовавшись представлением поверхности 

сдвига посредством кватернионов: х— ХУ, где

(г=0, 1,2,3),
(7)

V 2 V 2 V IduA- У ldVi\2 .= 2 ид ='•
можно непосредственно вычислить cos и:

COS Ы = «2з) (^01 ^2з) (^02 ^31) 1фо2 “I ^Зі) ।

4~ (иоз «іг) *4" ^12)1 *3)
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uk 
dUk 
du

ui 
dUj 
du

где

dvt dvk . 
dv dv

Из сопоставления (6) и (8) следует:

Ai («Оі - Иаз) + Д2 («в2 - «31) 4- дз (Иоз _ U1 j = 0,

О)
(^01 + ^2з) 4 #2 (^02 + ^31) + 4 (Чй + = 0>

где А), В. — постоянные, связанные условием:

У^В^О. (Ю)

Линейные комплексы (9), (10) можно привести в виду 

«02 «31—0, ^01 4 ^23 = 0

и кватернионы X,Y, если отказаться от нормирования согласно (7) 
допускают представление:

«о :«!: и2 :и3—1 : LT :2U — uU' : — и, 

.-^3=1 :vV ~2V : — V'.

4°. Сеть кривых сдвига может состоять из минимальных линий. 
В этом случае вместо (7) имеем:

Г = 2%* = XY, Х^Уще.,

Метрический тензор поверхности имеет компоненты

(in

^11=^22 = 0,

£і2 = («оі — 4 ^з) 4 (и02— u31) (^02+^31)4-(«03—^12) ('Уоз+^іг)

причем
(И01 — Й2з)2 4 («02 — «31)2 4 («03   «12)2 = 0,

(^01 + "«зз)2 + 4о2 + ^31)2+ (^03 + ^12)2 = 0.

Если исключить случай, когда минимальные линии прямые можно 
положить:

1 — и2 г т . 1 _ «2
«01 — «23 = „ (J, V01 4 ^23 = И,

z 2

Uu2 «зі — і 77, 4 ,«зі= — г V,

ul2 — uU, гіцз 4 і’іг = 'vV,

4 uv)2 UV du dv.
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Эти поверхности изометричны минимальным поверхностям евкли­
дова пространства.

Компоненты второго тензора

bu=-U, b^—V,

Поверхности характеризуются тем, что у них средняя кривизна 
постоянна и равна I. Условие (4) выполняется тождественно — по­
верхности допускают непрерывное изгибание с сохранением к.-соп- 
ряженной сети минимальных линий.
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