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ЖИДКОСТИ

(Представлено академиком Л. С. Лейбензоном 23X111947)

1. Рассматривается твердое упругое полупространство у > 0, по
крытое слоем упругой жидкости глубиной Н. Скорость распростра
нения продольных волн в твердой среде а2, поперечных Ь2, плотность 
среды р2. Плотность жидкости pv скорость продольных волн в ней ах. 
Предполагаем, что а.2~у>Ь2~3> ах. Координатная плоскость Oxz совпа
дает с плоскостью контакта обеих сред. Ось Оу направлена верти
кально вниз. Пусть в момент ^ = 0 действует мгновенный цилиндри
ческий импульс типа центра расширения, сосредоточенный вдоль 
прямой х = 0, у = у0. На поверхности жидкости давление постоянно, 
на границе контакта соблюдается равенство нормальных напряжений и 
скоростей и обращается в нуль касательное напряжение. Требуется найти 
состояние системы для любого момента времени. Задача сводится к дву
мерной (относительно координат). Требуется найти потенциал ^(х, у, I) 
скоростей для жидкости, потенциалы — продольный у2(х, у, t) и попе
речный ф2(х> У, О Для твердой среды как решения волновых уравнений
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Граничные условия: на свободной поверхности {у = — И)

=0
dt

и на поверхности контакта (у = 0)
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Характер заданного в начальный момент импульса требует, чтобы, 
при достаточно малых значениях t было:

91 U. У, 0=°>
1__________

- х2 - (у - у0)2
?2 (-^> У’ ф2(^ У’ ^) = 0.

Эти условия играют роль начальных.
Характер начального импульса поведет к тому, что решения будут 

неограниченными на некоторых поверхностях, и потому нельзя тре
бовать, чтобы решения эти были правильными ф). Будем требовать,, 
чтобы ’функции, решающие поставленную задачу, являлись производ
ными по времени от правильных решений соответствующих волновых 
уравнений.

2. Задача решается с помощью построения вспомогательного се
мейства плоских волн, зависящего от параметра 6. Построение этого 
семейства волн осуществляется на основании результатов автора (2ф 
Это семейство решений уравнений (1), удовлетворяющих также и гра
ничным условиям, задается формулами:

z 2х„ 1 - 2&202 “ г 1
?1 — г + {(t+*iJ-Wo + khy

_______________ 1____________ 1
(т -— х:у — х2у0 + 1 )Л)2)

T2V ’-У т-фх2(у—ув) Я-]-,- т_х2(уфу0) 

4г (1 -2&2е2)2 ” 

(г -ф Ry t (у + Уо) + kh 

462х20(1-2^02) ( ]

гфй U —х2у —Х2уо 

2г ў (-^1 
г -ф R т — Х2у — х2у0 -ф kh 

(обозначения здесь заимствованы из (2)).
Интегрированием по параметру 9 мы можем получить из функции 

этого семейства новые решения. Построим их следующим образом:

1 X С i-2^02 ( (— _________
?і У, — 1 Х1 {r+R} (W^y -х2у0+ khy

k=°M
_________1 dB, (З1) 

(t—ЪУ — х2уо+(Л+ 1) № *

( _ 1 С_______ М____________ 1_ С R*—r________________
'•?2\Х’У’ ) 2ТСа2 J [т-ф х2 (у — уо)] х2 2ла2 Jг [т — х2 (у-фу»)] х2

-2Р1 ^С(1-^202)8 (-^'</0 ^3)
л«2р2 I xi </ -ф R)1 t — х, (у -ф у0) kh
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, , ~ 2*2 f е (J — 2&^02)
^(x,y,f) =— 1------------—--------- ________

In r R T — — ЪУо\L)

+ v С l^Zl2^02)x2 (- dQ
nP^ J) xi С'' + R)2 T - \ty — хгу9 4- kh (33>

В. Д. Купрадзе и С. Л. Соболев доказали (3), что уравнение г + R= О 
имеет два корня ± 1 / С притом выполняются неравенства

За контур интегрирования L возьмем замкнутый контур охваты
вающий отрезок (-1/с, +1/с). Вне такого КонГуГа все подинте
гральные функции в формулах (3) будут однозначными.

Исследование этих функций показывает, что
1) При достаточно малом t (например при 7<_у0/а2) все подинте

гральные функции будут регулярными вне отрезка — 

исключением функции -—-—~--------- интегрированиеВ +*2СУ~Уо)]х2 н 1 которой дает

1 Г _______ dO_________ J у 2 9
2м2 J [т + Мд — у0)]х2 | a2t ~^У~У^2

(■£) । и

при а%2>х*+(у—уоу

при a2t*<x*+(j~y0y.

2) При фиксированных х, у, t и достаточно большом k подинте
гральные функции имеют полюсы только на отрезке (——, + — 
т. е. внутри контура L. При выборе контура L потребуем,"чтобы он 
не заключал внутри себя комплексных полюсов, что всегда можно 
сделать при фиксированных х, у, t.

Преобразование контура интегрирования, именно превращение его 
в окружность бесконечно большого радиуса с добавлением вычетов 
в тех случаях, когда существуют комплексные полюсы, позволяет 
преобразовать формулы (3).

При этом члены сумм с достаточно большими индексами оказы
ваются нулями. Ряды в этих формулах оказываются конечными сум-- 
мами (при фиксированных х, у, t), и легко решается в положитель
ном смысле вопрос об удовлетворении дифференциальных уравнений 
и граничных условий.

Вычисление вычетов приводит к следующему результату (с точ- 
приТ>0°и маемых), "справедливому

2 * I '«< «х Q / *

?i (х, у, t) = — — v < L P- + R)______ J I
й2 J / 0 0 \2 [

4=0 I -х4—(2Ш-у) + — уЛ , 
V ' xi ^2 7/0 = 0

k
dT 1 — 2b^2 ] 4

ъ(г + Ю I
f-^ + 7[2^+I)/7+y]+-yor J
Vх! X2 / ) 0 = 0A'
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j______ £І_________R'—r__________ ! _
а^х2(Я+г)[-х + ^(У+ >•>)] f

l ' 3 b=9.

I (- „)«-■ !
__ 4ZP1 у J ^A + RY___________ J , (4)

_x + l(y+yo)+-^2kH 0 =
( X2 X1 ’ k

4Z^ * 0(1—2&^62) 1

ф2 (%, У, f) = — J , 0 0 \ 7
2 1 (r + R) [~x+^y + ~y°

J \ Лз X2 ' ) в = -

+ 8z^P1 [_______________________________________
ДаРа й И ^(г + ^^х + ^ + г-л+^Зш) 

I \ Лг Ло лі /

Через Ък, 6^, 6", б^" обозначены, соответственно, комплексные 
корни уравнений:

т — х2 (у 4” у о) 4“ kh = о,
т + х± (у — 2Ш) — х2у0 = °,
т — Xj [2 + 1) И 4- у] —■ х2уи=0,

т — ^гУ — ^г-Уо + ~
Суммирование в формулах (4) распространяется на комплексные 

корни названных уравнений. Функции 'рДх, у, t), <р2(.х, у, ), фгі >У> 
и представляют собой решение поставленной задачи.

Без существенных изменений проводится решение задачи и в том 
случае, когда в начальный момент в упругом полупространстве задан 
сосредоточенный импульс типа центра вращения.
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