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ОБ УНИФОРМИЗАЦИИ НЕКОТОРЫХ 5-МНОЖЕСТВ
(Представлено академиком Н. Н. Лузиным 23X111947)

Как показал Н. Н. Лузин f1), всякое плоское 5-множество 
униформизируется посредством С А -множества. Уточняя 
этот результат для случая плоских 5-множеств, пересекающихся с 
прямыми х=const по не более чем счетным множествам, П. С. Но
виков (2) показал, что униформизация может быть произведена по
средством 5-множества. Позднее П. С. Новиков (3) показал, что вся
кое плоское 5-множество, пересекающееся с прямыми х—const по 
замкнутым множествам, также униформизируется посредством 5-мно
жества.

В связи с этим П. С. Новиков предложил мне выяснить вопрос об 
униформизации плоского 5-множества, которое пересекается с пря
мыми л=const по множествам типа F^, что является естественным 
продолжением и обобщением двух его предыдущих результатов. В 
настоящем сообщении дается решение этого вопроса.

Для сокращения формулировок плоское множество условимся на
зывать элементарным, если оно есть пересечение последовательности 
вложенных друг в друга множеств, каждое из которых пересекается 
с прямыми x = const по конечному числу замкнутых отрезков.

Лемма. Элементарное СА-множество, проекция которого есть 
В-множество, униформизируется посредством В-множества.

Доказательство. Прежде всего очевидно, что элементарное 
СА-множество обладает тем свойством, что его проекция, так же как 
и проекция его части, лежащей в замкнутой полосе есть
СА-мно кество. На это свойство мы будем ссылаться в предлагаемой 
ниже конструкции.

Пусть дано элементарное СА-множество U. Будем считать, что оно 
целиком заключено в некотором прямоугольнике J. Проекцией U на 
нижнюю сторону прямоугольника будет 5-множество Обозначим 
через Ео гребенку, образованную всеми точками прямоугольника J, 
проектирующимися в точки множества <р. Разделим прямоугольник J 
параллелью к оси ОХ на две равные замкнутые полосы J х и /2 и 
рассмотрим множества J^-U и J2-U. Эти множества и их проекции 

■kx(JxLJ) и тсл(/2С7) суть СА-множества, причем + тсл(/2С)=(§.
Первый принцип отделимости позволяет утверждать: если дана 

последовательность СА-множеств Ех, Е2,. . . , Еп, . . . таких, что ОО
V Еп—Н, где Н есть 5-множество, то существует последователь- 

» = 1 
ность 5-множеств , £„,■■■ таких, что с Et,

ОО

О #7) и 2 ^1=н-
1 = 1

.1065



тоо,, £ гребенка, образованная всеми точками r,^
° ~Е

С "₽”"“МИ ''=С0”8‘ "° ОІНО"У

Рассмотрим пересечение U-E,. являть™ „
ным СА-множеством, и разделим прямоугольник о/евидно> элементар- 
ОА_на четыре равные замкнутые полосы- J г ваРаллелями к оси

С.,.. - совокупность всех тех точ'ек полосы Г 
которых принадлежат проекции У .п F п °'v !?сциссы 

«1». и £1- Положим Q9=\ о 
суммирование распространяется на все ПЯн„
мают значения 1 или 2. Очевидно все О Р W2’ ГДе П1 и п* пРини-

ПУСТЬ рПіп. множество всех тех точек 7 $2 СуТЬ СЛ-множества.
прямым, целиком погруженным в множество *°™рЫе пРинадлежат 
Очевидно, все Р суть С А Міокество QyEl в полосе Jна ось ОХ, причем СЛ-»»««ва. так же как „ „х „р„ек”'и'а

Пі п3 
(л< Л.)

(п,П1) v
Существуют четыре В-множествя: Su S X -

Пусть -В.,., —гребенка, образованная точками полосы 7 ~
тирующимися в точки множества S ■ и В = V ₽ W ₽°“' 
множество, которое пересекается с”'' ‘ еСТЬ 8'
отрезку, причем ^(Ea)=S и В,сЕ. "₽ямымн *==™nst по одному

Продолжая указанный процесс uLmo
вательность плоских ^-множеств £ ПОлУчим последо-
дое из которых пересекается с ппДт. 1 2 " ‘ 23 • • ■ > каж-
причем отрезки, соответствуют^ ПМИ Л==С0П8* по одному отрезку 
оказываются вложенными друг в дРУГа множествам,
к нУлю. Аруі в дРУга и имеют длины, стремящиеся

Множество Е Це, униформно относительно оси OY, так как

жества Ek. Но из построения Множеств Е вияв^МЗЯ пеРесекает мно- 
всегда содержат точки множества fl п ’ ЧТ° такие сегменты
Дет предельной для множества Р -и ^Довательно, точка (лоЛ) бу- 
прямой х= const пересекается ™ ™ Т К как множество U с каждой 
(ЗД) необходимо принадлежит то т°чка

(3 ДЛЯ всех следует, что тс (Е)=У^ Н ец’ из тог°. что 
Жеств£™являе^^^ о том, что мно-
есть ^-множество, лемма Доказана. А множества U, и так как оно- 
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Теорема. Всякое плоское В-множество, пересекающееся с пря
мыми х—const по множествам типа Еа, униформизируется 
посредством В-множества.

Доказательство. Пусть плоское 5-множество М, пересекаю
щееся с прямыми х=const по множествам типа Ев, задано как проек
ция униформного Gs. Занумеруем все параллелепипеды, определяю
щие Ga, и обозначим через Еп проекцию части Gs, заключенной в 
параллелепипеде номера п. Получим последовательность множеств

ОО

Е1, Е2, . . . , Е"..........где все Еп суть 5-множества и М— Е". Мно-
Л = 1

жество Е заключено в прямоугольнике, являющемся проекцией 
соответствующего параллелепипеда. Разделим этот прямоугольник 
параллелями к оси ОХ на & равных замкнутых полос и обозначим их 
через Jlk, где І пробегает значения 1, 2, . . . , #. Пусть проекция 
Jki-En на нижнюю сторону полосы Jki, а £*—гребенка, образован
ная всеми точками полосы J и, проектирующимися в точки Q"..

Положим £^= У и £“= П Ek. Все Е^., Е^ и Ё" суть Д-мно- 
_ і=і * = і

жества. Еа есть замыкание £" вдоль оси OY.
Согласно второму принципу отделимости существует последова

тельность СД-множеств Н", Н?......... Н", .. . таких, что Н" гэ £* — Ё"
ОС

И п ^=0.
* = 1

Пусть Uki будет множество тех точек полосы Jkt, которые при
надлежат прямым, целиком погруженным во множество Н"-}-М в по
лосе Jki. Очевидно, что все Unki суть СД-множества, так же как и k со
множества Uk= V Uh и Un = П U". Так как Unk с Hnk + М, то 

00 /==* 4 = 1

U" = П U" с М.
k = 1

- • 00

Положим (У* =U" • U" • .. . ■ Uk, тогда Un— Uh Каждое из U"
А =1

пересекается с прямыми x=const по конечному числу отрезков. Так 
как Ui U% о ... ZD U'kTo . .. , то' Un — элементарное СД-множество.

Покажем, что сумма проекций Un по всем п равна проекции мно
жества М. Действительно, так как Un с М, то LP) cz я,(7И) и

ОО

V кл(ип)скл(М). (*)
п = 1

Чтобы показать обратное включение, обозначим через Rn сово
купность точек множества Ё", которые лежат на прямых Рл, пересе
кающих это множество по множествам, целиком принадлежащим М. 
Очевидно, R” с: Uh следовательно, R" с Un.

В. Я. Арсенин доказал лемму (4), из которой следует, что для 
всякой прямой Рл, пересекающей множество М, найдется такое Е1, 
пересечение которого с этой прямой принадлежит М. Для соответ

ствующего Rn имеем ^x{Rn)zox, поэтому «Д(Л1)= у Kt(Rn')t но так 
п = J
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как Д'" с jjn^ то

(М) С V 7ГЛ (О").
п = 1

Принимая во внимание (*), получим

1 ^т<=2 ^(^или
п — 1 п = ]

оо

2 *Aun)=*x(M).
00Обозначим .Ли^Нп, тогда £ На. Так как $ есть

ность 5-множеств^то существует последователь- 
~ 61’ таких, что &с//„

1/7- /1 гл V1 «Р __  о J
k = 1

Возьмем гребенку из множества £ь вдоль оси ov
с соответствующим множеством О* По™ И Пересечем ее
кого пересечения множество WВ РезУльтате та
кое СЛ-множестВо, проекция котоплгп * »СТЬ плоское элементар-

На основании леммы каждое ’3 м„ож«^ТЖеС™° &' 
посредством ^множества, которое мы о6оГн™ч™%ере^^^

Множество с= V С еетк wo, А.
есть униформное относительно оси ОУ мно

жество, проекция которого на ось ОУ
НОГО множества м. Действительна “(cS ^PS“eit Тод'
_  V /Z-. \ х k> x\w k) Tt {C)~ == X <rr If Ж 1 П z

k =

k = \
жество, теорема доказана.
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