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МАТЕМАТИКА
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О ПОРЯДКЕ РОСТА ЛИНИЙ РЕГРЕССИИ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 6 XII1947)

Пусть F (х, у)— плотность распределения двух переменных, опре
деляющая корреляцию во всей плоскости и удовлетворяющая условию

Г С ... Р {х,у) dxdy=p3 <^со, (1)
J J p(x)P(y) л v '

— 00 — 00 

00 00

где p(x)= \ F (x, y) dy, P(y)— F (x, .y) dx — априорные плотно-
— 00 

СТИ X и у.
Рассмотрим

— 00 

линии регрессии у по х 
со

Г = м.о.л^=?(х)= \y~~dy (2)
е) Р \Л)

— 00

Х=м. о х=^(у)= V х^1^dx, (2')
И X по у

— 00

а также линии регрессии модулей |_у|, |х| различных порядков
СО 00

^х)^ \x\^7Xdx, (3)
J р \л) J г О)

?2(_у)= ( (fl(x)P('x,y- dx= £ | х |Fadx, 

— oo — 00

где

dt (4)
— 00

и вообще
dy- f (5)

— 00 ~ oo
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Таким образом, (4) симметрична и <Р2*(_У) представимы через сим- 
метризуемое ядро и его итерации. Если Р (х, у)=Р (у, х) симметрична, 
то все функции представимы через симметризуемое
ядро.

Ранее мной было показано С1), что характеристические числа ядер, 
определяющих симметрическую корреляцию, как например (4), удо
влетворяют условию 1 <I I■СНг1 • • • ■СІI■С • • • « причем Хо= 1 —
простое характеристическое число с фундаментальной функцией 
j/PCv)- Поэтому разложение по фундаментальным функциям для 

имеет вид
/.л „ । „ “іОО । „ «ИЛ ।

л, л2

00 00

где с0 = \ | х | Р(л) dx, сг = I х I <ог (x) P(л) dx, i=l, 2, . . . ,
— OO — CO

коэффициенты Фурье функций хУP(x), а ы, (.у) — фундаментальные 
f2 (х, у)функции ядра — —.

ГР(х)Р(у)
Если Р (х, у) = Р (у, х), то последнее разложение будет иметь ме

сто для всех ?А(т) —^(Т)» причем

<°і (у) „ “2 (У) 
6 2 h~ 

*2

где <о,( у) — фундаментальные функции ядра ■
V р(х)Р(У)

В обоих случаях почти для всех у существуют пределы

Нт ^к(у) = с0 (6)
k “> оо

И
lim <рА(_Р) = ^о <6')

Л —> оо

ОС

в симметрическом случае. с0 конечно, если |_у| P(_y)dy существует,
— 00

что всегда предполагается. Для симметричной и несимметричной кор
реляций справедливы следующие теоремы.

Теорема 1. Не существует симметричной корреляции, удо
влетворяющей условию (1) и такой, что линия регрессии ?(%)= 
=м. о.л_у удовлетворяет условию

1?(-х)|>1>|1 + “, £>0> “>° при |х1>Д, (7)
С

причем inf ?1(л)>0 (условие inf (х) > 0 выполняется автомати
чески, если ^(х) непрерывна при |хКД).

В самом деле, из (2) и (3) следует ?х (%) > 0, ?і(л)>|<р(л)|; по
этому найдется V^-c такое, что

?1(л)>у|х|1 + при всех х. (7')
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* На основании неравенства Ляпунова и (7') получим:
СО

— ОО

^dy^-L € 
Р(.х) X J

— ОО

]_ 
X

Г 13-1^^
J

ОО

= -[?!(*)] ------------ | jc|0 + “г 
Х1 + (1 + а) 1

и вообще

1
п(х) х[ + (1 + а) + -. . 4- (1 + а)^

|(1 +«)4 ^1«
_ X

-1(1 + «)4/«

поэтому при lim (х) = оо, что противоречит (6').
* оо

Теорема 2. Не существует несимметричной корреляции, 
удовлетворяющей условию (1) и такой, что линии регрессии 
ф(л)=м. о.д_у, <ь(_у)=м. o.fx удовлетворяют условиям

с
1 —--------1- в

І-ОО—1-Н1+а , 

С1

с>-0, а>0 при\х\'у>А,

₽>о при \у\>в,

причем inf <рг (х) >> 0, Inf61(_v)>0.
В самом деле, тогда найдется max {с, с^ такое, что линии 

регрессии модулей удовлетворяют условиям:

при всех х,

Xе
при всех у. (8')

Тогда по неравенству Ляпунова и по (8’) получим:

?2(т)= I |х|’ + а^^с?х>
J ’ Р(У) х 3 Р(у) 

— оо — ОО

' оо

f \x\^^dx
J Р(у) 
00

= 4 (W)]""»-!- 

Л Л

1 I v |1 + ₽ 0 + а) 
Х1 + Р(1+«)|Л

или, положив
1

Х1 + ₽ (1 + а)
Р(1 4- к)=у>0,

получим

ъ(у)>-у 1.И1 +т при всех у. (9)
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Условие (9) вполне аналогично {Г) и. „ан и в теореме 1, получим;

1 + г)*

<р2і(у)>лг[Ш^ т .

поэтому lim^(y)=0o чтп ппм
и 24 ’ что противоречит (6)
Следствие 1 вытекают:

щей лишь условию^!), лии°и?р?^ корреляции, удовлетворяю-

РеЛС??д ств"и е°Р2 Д р" параболы больше"?™" паРабол»чеекой кор- 
КГ^Гто-й^^
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* Мы говорим, что кривая ,
9 ( ) имеет порядок S, если цт 1? W1

8


