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В заметке (г) мы определили понятие образа симметрии, т. е. гео­
метрического места таких точек однородного пространства, которые 
остаются инвариантными при применении инволютивного элемента 
основной группы пространства — симметрии (квадрат такого элемента 
равен единице группы).

Примерами образов симметрии являются яг-плоскости евклидова 
«-пространства Rn, /-псевдоевклидова «-пространства lRn, эллиптичес­
кого «-пространства Sn, гиперболического «-пространства гЗп, /-псев- 
доэллиптического «-пространства lSn, комплексного унитарно-эллип­
тического «-пространства Кп> двойного унитарно-эллиптического 
«-пространства Вп, н-цепи (действительные «-плоскости) пространств 
Кп и В„, яг-сферы конформного «-пространства Сп, яг-пары (конфигу­
рации яг-плоскость-f-(я — яг — 1)-плоскость) и (я— 1)-квадрики про­
ективного «-пространства Р„. Соответственные симметрии — отражения 
R„, lRn, Sn, lSn, Кп, Вп, инверсии Сп, инволютивные коллинеации 
и поляритеты Рп.

В заметке (*) доказывается, что все эти образы могут быть „пред­
ставленье яг-плоскостями lSn, причем преобразования их основных 
групп представляются движениями lSn, находятся взаимные параметры 
пар образов симметрии, устанавливается инвариантная метрика и аффин­
ная связность в пространствах образов симметрии и находятся геоде­
зические линии в этих пространствах.

Основным понятием дифференциальной геометрии образов симметрии 
является понятие линейного элемента в пространстве образов сим­
метрии, определяемого двумя бесконечно близкими образами.

Теорема 1. Локальными параметрами линейного элемента 
в пространстве образов симметрии являются предельные положе­
ния инвариантных подпространств матрицы произведения сим­
метрий, двух бесконечно близких образов при их стремлении 
друг к другу и производные инвариантных при групповом преобра­
зовании определяющих чисел нормальной формы этой матрицы 
по расстоянию между образами симметрии в инвариантной 
метрике. В общем случае эти параметры однозначно определяют 
линейный элемент.

Производные ka = d<i>aldu будем называть направляющими косину-, 
сами линейного элемента (2^а2—1), для яг-плоскостей Rn и lRn про- а
изводную ko—d^da будем называть параметром распределения 
линейного элемента (#0 для прямых R% и kjki для прямых 
и — обычные параметры распределения). Точки пересечения 
m-плоскости с предельными положениями общих перпендикуляров: 
двух бесконечно близких плоскостей буд.'м называть центрами 
яг-плоскости в данном направлении (для прямых Rs, 53, — обычные
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центры луча). Соответственные параметоы ппа л.мерные обобщения параметров ВесЙ (2^ ^ ^-много- 
Линейный элемент в пространстве Лпао Кругов сз-

связности или метрике р) может быт! пп™! симметРии благодаря
вектором. оыть определен также локальным

ео рема 2. За локальные вектопьі
симметрии можно считать вектопы образов
являющиеся производными матпии Jи основной группы

а . , 
du dua

Симметрия относительно РаНСтва ма"^Щ SM'
В основной группе и ра 7 Рассматриваемого обоача

Шагать ™оХу?лов«Я,°Щ“ "ри ^оморфХ б’ 
коМПоне„™/рУХл^ " Л Л'""»

:=лг~
ныи вектор приводится к Zoft . Н° Так же Для /п-сфТр с лока
? Для/-плоскостей К и В к 2 размеРа (m-j-2) X (п — и) Для Пп-^ К ТІТЛЛЬН^М Матрарам размера

данного лИнейногоаэл”мента." ч"словые параметры (тТ миХХ

ценных и‘“.ДаН и«Се“о ТС™° “Бразов симметрии, зависящее от А
мь. находим зХимость „„Х°б03Ючен"я
-а от локальных ^7^1
значения / в Лопа™™ рК ' 1 вставляя эти
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и « '■ С‘р- 3«) и аналогичные формулы
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некоторые другие



основные" образы симметрии. При этом в пространствах Rn, lRn, Sn, 
15 lS , Кп к Вп за такие образы мы будем считать точки или (л — 1)- 
плоскости,"в С„ —точки и (га — 1)-сферы (точки в Сп также можно 
рассматривать как предельные образы симметрии), в Рп— 0-пары. Для 
всех рассмотренных нами образов можно ввести понятие инцидентности 
с основными образами: гаг-плоскость (гаг-сфера, га-цепь) инцидентна 
с точкой, если точка лежит на ней, и инцидентна с (га — 1)-плоскостью 
On — 1)-сферой), если последняя проходит через нее; гаг-пара инцидент­
на с О-пярой, если ее плоскости соответственно инцидентны с точкой 
или (п — 1)-плоскостью 0-пары; (га— 1)-квадрика инцидентна с О-парой, 
если О-пара полярна относительно нее (т. е. мы рассматриваем (га — 1)- 
квадрику не как геометрическое место точек, а как геометрическое 
место 0-пар, связанных поляритетом).

Будем называть конгруенцией образов симметрии такое семейство 
этих образов, что каждый элемент некоторой области основного 
пространства инцидентен только с одним образом семейства. Для 
гаг-плоскостей R„, lRn, Sn, lSn мы получаем конгруенцию плоскостей 
в смысле В. В. Вагнера (в) — семейство, зависящее от га — гаг перемен­
ных, и, если за основной образ считать (га—1)-плоскость — „псевдо- 
конгруенцию" — семейство, зависящее от тД-1 переменных (для пря­
мых Rit S3, 1S3 в обоих случаях это обычная конгруенция прямых), 
Таким же образом мы получаем конгруенции и псевдоконгруенции 
гаг-сфер (зависящие от п — т и гаг4-2 переменных), конгруенции и 
псевдоконгруенции гаг-пар Рп и гаг-плоскостей Кп и Вп (зависящие от 
2 (п —гаг) и 2(гагЦ-1) действительных переменных или от, соответ­
ственно, га —гаг или т—1-1 комплексных или двойных переменных) и 
конгруенции (га—1)-квадрик Рп и га-цепей Кп и Вп (зависящие от п 
действительных переменных).

Теорема 3. В конгруенциях рассмотренных образов симмет-. 
рай строки или столбцы, матрицы компонент локального векто­
ра I линейно зависят друг от друга, благодаря чему здесь можно 
определить локальные аффинные или проективные преобразования, 
отображающие эти строки или столбцы друг на друга. Эти 
преобразования определяют локальную структуру конгруенций 
образов симметрии и при определенных условиях определяют всю 
конгруенцию до группового преобразования.

Эти локальные преобразования являются аффинными (характери­
зуются аффинорами) для конгруенций и псевдоконгруенций гаг-плоско- 
стей Rn, JRn, S„, lSn, Кп и Вп, гаг-сфер Сп и гаг-пар Рп и проектив­
ными для /г-цепей Кп и Вп и для (га — 1)-квадрик Рп. Условие опре­
деления конгруенции до группового преобразования с помощью эгих 
локальных преобразований гаг-плоскостей Rn и lRn имеет видга-|-гаг-< 
< (га — гаг)2, для гаг-плоскостей Sn, 'Sn, lSn, КпнВпи гаг-пар Р„ п < {п — гаг)2, 
для гаг-сфер С„ гаД- К (га — т)2, для (га — 1 )-квадрик Р„ и га-цепей Кп и В„ 
это определение имеет место всегда. Доказательство этого утверждения 
для конгруенций гаг-плоскостей R„ и Sn (непосредственно переносимое 
на lRn и lSn) приведено в нашей работе (3), где найдены также все 
связи между локальными аффинорами и указан способ их нормирова­
ния, определяющий локальный базис гаг-плоскости, инвариантно связан­
ный с конгруенцией. Все остальные конгруенции рассмотренных 
образов симметрии с помощью представлений (Д могут быть пред­
ставлены конгруенциями или псевдоконгруенциями гаг-плоскостей lS„, 
откуда следуют условия определения этих конгруенций до группового 
преобразования и другие результаты, аналогичные упомянутым резуль­
татам теории конгруенций гаг-плоскостей.

Аффиноры теоремы 3 для конгруенций гаг-плоскостей Rn являются 
специальными случаями аффиноров В. В. Вагнера (®), усилением тео­
ремы которого является упомянутая теорема работы (3). Для конгру-
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енций прямых А?3 эти аффиноры совпадают с известными аффинорами 
Куммера — Я. С. Дубнова (7), для конгруенций прямых и 153 — 
с аффинорами Фибби — Кулиджа (5), для одного специального типа 
конгруенций кругов С3— с аффинорами Кулиджа (8).

Специальные типы локальных аффиноров выделяют специальные 
типы конгруенций образов симметрии. Например, для конгруенций 
прямых в Rn, Sn, 1Sn, lSn симметрии единственного аффинора теоремы 
3 соответствует нормальная конгруенция (состоящая из нормалей 
к последовательности (п—1)-поверхностей), а антисимметрии этого 
аффинора соответствует изотропная конгруенция (у которой центры 
лучей на каждом луче совпадают между собой). В S3, 153, 2S3 кон­
груенция прямых является псевдоконгруенцией и для нее можно 
определить другой аффинор теоремы 3, симметрия которого выделяет 
псевдонормальную конгруенцию, а антисимметрия — псевдоизотропную 
конгруенцию (конгруенций поляр к, соответственно нормальной и 
изотропной конгруенций). Для псевдоконгруенции прямых в Д

имеются п-2 независимых аффиноров теоремы 3. Тождественное 
обращение л-3 из них в нуль выделяет фокальную псевдокоду 
енцию, на каждом луче которой имеется два фокуса Предельные 
3-плоскости, порожденные данным лучом и бесконейип РЛе^ЬНЫе 
лучами, совпадают между собой, и окрестность nvJ™ близкими 
псевдоконгруенции устроена, как в 5 или ' 9 гг В Фокальнои доконгруенцаю можно ’характеризовав "см‘

s':9’сто’ 84ЭТИХ двух слУчаев — сопряженная пара 
новые тем "аШ"Х выделяв

на каждом луче которой “Хм

=И^ХДР°„^ (-П-поверЩ,
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