
Доклады Академии Наук СССР
1948. Том LIX, № 6

МАТЕМАТИКА

С. Г. МИХЛИН

ОБ ИНТЕГРАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ F. TRICOMI

(Представлено академиком В. И. Смирновым 29 XII 1947)

В связи с основной задачей для уравнений смешанного эллиптико- 
гиперболического типа F. ТгісотЦ1) изучает сингулярное интеграль
ное уравнение

v (х) — к [ ( 2/3 ( —-------------- !------ '
1 \* / \ У — * х + У — Ъху

о

v^dy^f^x). (1)

Это уравнение не принадлежит к тому классу, который был изучен 
Т. Сагіешап’ом (2) и Н. И. Мусхелишвили и Н. П. Векуа (3), так как 
„несингулярная" часть ядра ———не суммируема в квадрате

Тем не менее, как мы покажем, метод Carleman’a 
с успехом может быть применен к решению этого уравнения. Сам F. Tri
corn! решает свое уравнение весьма сложным приемом: его решение, 
вместе с исправлениями переводчика, проф. Ф. И. Франкль, занимает 
в русском переводе мемуара С1) 17 страниц.

Полагая x'^v (х)=<р (х), x4>f (x)=g(x), мы приведем уравнение (1) 
к виду

<Р (х) — k I ----------- ■ 1 <? (у) dy=g(x).
1\У— X х-Уу — 2.ху) 7 (2)

Будем считать, что g(x) удовлетворяет условию Липшитца с неко
торым положительным показателем на отрезке 0-<х< 1. Неизвестную 
<Р(х) будем искать в классе функций, удовлетворяющих следующим 
условиям: а) на всяком отрезке аЬ, где 0<а<&<1, <р(х) 
удовлетворяет условию Липшитца с положительным показателем; 
Ь) произведения ?(х)1пх и 9(х)1п(1—х) суммируемы на отрезке 
0<х< 1.

Пусть z— произвольная точка комплексной плоскости. Положим
1

ф (г) = ~---------- ;—) У (У) dy- (3)
2~і 1 \ J — г z-Уу — 2zy J J v ’
I °
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и пгРчевидн°’ ф(г) голоморфна как в верхней, так и в нижней полу- 
Жт фе“" ,тг~ Обозначим У

ч редельные значения Ф (г), когда z стремится кх действительной оси соответстприиг, 7 - ремйіея к
плоскости Упявнеиир Г91Т.; но из верхней или из нижнеи плоскости, .уравнение (2) переходит в следующее:

через 
точке 
полу-

(1 - Ы.) Ф+ (Л) - (1 +&ч ф-(л(х). о < л < 1. 

Из (3) легко усмотреть, что
(4)

Ф(^щ)=<2г-0Ф(г). (5)

Дробно-линейное преобразование переводит верхнюю полу-

плоскость в нижнюю и наоборот; отрезок (0,1) переходит при этом в 
два луча (0, -оо) и (оо, 1). Заменяя в (4) л через -±_ и пользуясь 
соотношением (5), мы получим 1

( /кХ) ф (х)—(1 +/тск) ф+(х) = —?_ р- 
2х — 1 s х < 0 или х > 1. (4')

Положим теперь

Уравнения (4) и (4') можно соединить в одно

Ф+(х)-О(х) Ф~(х)=й(х), —оо<х<ос, х7=0, х=#1. (6)

" УАо-творнюн^

X+W = G(x)z- (х),
или, что то же,

In х+ (х) — In х- (х)=ln G (х).

Одно из решений последнего уравнения есть

In X (г)
+лг 

— lim f 2к1 J - х
In G (x) dx.x —Z
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Последний интеграл легко вычисляется: обозначая 0= — arc tg kip, 
1 1 *----- <Г о <7— . имеем 
2------2

1пу+(г) = 2 GIn +zu6, in у—(г)=2 0In — йгО.

Под In-— следует понимать ту ветвь логарифма, которая голо
морфна в плоскости, разрезанной вдоль лучей (—оо, 0) и (1, оо),и 
которая принимает действительные значения на отрезке (0,1). Теперь

= ( х-(г) = е W 1 ~*у9.

Разделив уравнение (6) на х+(г), мы приведем его к виду 

ф+С?)  Ф~(?)  h (х) . 
x+W x“W x+W ’

одно из решений последнего уравнения есть

4- оо 
фг-л Xj>) Г h(y) dy

Чтл J ДО) у — г'
—оо

Чтобы найти общее решение, рассмотрим однородное уравнение

ф^(^) ФП^)
x+W x_W

Это уравнение показывает, что функция Р(г) Фо О) л.------ - голоморфна 
Х(«)

на всей плоскости, кроме, может быть, точек г—0 и z=l. Допуская, 
что произведения ?(х)1пх и ср (х) In (1—х) суммируемы, мы легко 
найдем, что при 0<О p(z)=—, а при 0>О p(z\= ——, где а — 

произвольная постоянная.
Теперь общее решение уравнения (6) принимает вид

h (у) dy
Х+(У) У — z

0 <0,z
— 00

+оо

Фй-ій f 0>о.
J — * 1—*

— 00

(7)

Интеграл в (7) разобьем на три по промежуткам (— оо, 0), (1, оо) 
и (0,1); в первых двух заменим у через Далее <р(х) определим 

по формуле
?(х)=Ф+(л) —Ф~(х), 0<х<1.
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Произведя необходимые вычисления, мы придем к решению F. Tri- 
comi

где tg6’w—Ьг, — 1<0*<О и А — произвольная постоянная.
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