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В настоящей статье рассматриваются уравнения

г =2 wK’ (1)

и

’w=i; а^у* (2)

все коэффициенты которых непрерывны »а ~jb 
§ 1. Предположим, что при !<?<« интеграль

(А)

ную систему решений вида
ys (л) = Xs -П О ( \ . ■ • Ф (О J ’

^^^“тел'ьство. Буде», в дальнейшей считать 

большим, чтобы
^(a)=q<\.

столь

(3)

Заменим уравнение (1) уравнением

А^у1^,

решение которого будем искать в виде ряда по степеням

у^=^Уу^х\ (4)

Подставляя этот формальный ряд в уравнение и приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях л, получим для определения 
УД*) дифференциальные рекуррентные уравнения:

Лп,=0, У^=^А^х)у^\ ^ = 1-2,... (5)
7-1
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чениГХГ^та ' Фундаментальной системы. В те-
приближений к решению у (г) Дкотопое^^^^ номера
через v(x). УЛ ’’ которое бУДем ооозначать просто

Пусть

У0=Х, yk =
6 = 1,2,... (6)

Оценим первое приближение. Из (5) и (6) получим:
п

А}(х)
откуда

У^=—^
(7)0 + / —л)! ’

п

х”-*- (8)
функцию уг(х) оценим с помощью формулы Коши:

ІЛ 7^~iy)y^^\dzdts.

Используя (8), получим, ЧТО

i УіМ I С4 . .. j ф(t)dt
ИЛИ ЧТО

/ Ж t
ViW-Of j . .. j 

a

Для доказательства сходимости ряда (4) пои Х-1 о 
«•х производных. По индукции нетрудно' ряд из

Тогда
' xn-s—\ v

у I VW _J_ 
' T^q ’ (9)

и
Замечание

для производных
И*з соотношения'("Э!™ " (8)’ ™ —а™-

н р, для [п 1^-и производной:
y^-i^^LL о (лх)__ 

dxn 1 у у—s~ 1 (10;

Замечание 2. Если \ xk~}’\>(^dx << -п а

j ? 04 «л < оо, то внутренних

градов j в оценке теоремы можно заменить на j .
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Следствием доказанной теоремы является так называемая тео
рема Spath’a (см. (г)): при п=2, А1(х) = 0, Д2(х)=О(х~ ^а), где 
а>0, уравнение имеет фундаментальную систему решений вида: 
у1=1 -ф-О (х-“), у2=х + О(х'“а) приа=?М и у2=х + 0(1пх) при 
а= 1.

§ 2. Для построения решения Y (х) уравнения (2) заменим его 
уравнением:

•Ул> = к V Aj^y^ " + В(х)

и будем искать решение в виде ряда (4). Для определения yk(x) 
получим уравнения:

X t та

4">=В(х), Мл) = ^=1,2,...
7 = 1

(И)

Будем требовать, чтобы

sup 
а < х < та

\B(t) dt
а

= В< + ос (В)

ИЛИ

Sе
а

B(t)dt <( -f- ОО. (В')

Докажем, что
Г. Уравнение (2) при условиях 

для которого lim п(х)=С
X —> ОО

(А) и (В) имеет решение Y{x},

2°. Уравнение (2) при условиях 
для которого lim Y (х)=0.X —- ОО

(А) и (Вг) имеет решение У(х),

Для доказательства 1° возьмем интегралы соотношений (11) в виде:

(12)ук(х) = -\...\\ y^dt", ^=0,1,2,... 
a at

Получив, что
I у^ |< - Вф' (х),

можем дальше оценок не проводить, так как последняя и (12) при 
совпадают с (8) и (6) при s = n — 1.

Учитывая (10), получаем:

(х) = -J в (0 dt + О (ф (х)).

При доказательстве 2° удобно использовать следующую лемму, 
которую я доказывать не буду.

Лемма. Пусть В(х) непрерывна на [а, оо); если сходится 
\tB(t^dt при а. АО, то: 

■а

1ІШ X
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Переходя к доказательству 2 , возьмем интегралы уравнений (И) 
в виде:

y^t yWdt’ ^0’ ’’ 2> • • • (13)

После оценки |УП)| доказательство сведется к случаю 5=0 из § 1 
и получим, что

ОО

У (*W- 1)" f B^dt^o^,

чем утверждение 2° доказано.
Следствием 1° и замечания 1 является теорема Haupt’a — Wilkins’a 

((2), стр. 289, (з)): в уравнении (2), при условиях (А) и (В), для любо
го решения у(х) существует конечный Иш У^^х) (если —1,

X —> ОО

то для любой постоянной с найдется решение у(х) такое, 
lim уг)=с).

х -> оо

§ 3. Предположим, что при 0^51 интегралы

что

(С)

Обозначим их остатки через ^(х).
Теорема. Уравнение (1) при условии (С) имеет фундаменталь

ную систему решений вида:

ys^)=xs 4- Ofe (х)),
где ^п—\.

Доказательство будем вести так же, как и в § 1. В качестве 
интегралов (5) возьмем:

ОО ОО

y0=Xs, yk=(--l)n\..^y<?>(t)dtn, 6 = 1,2,... (14)
X t

Для оценки _уДх) получим соотношение (7), откуда

(15)

Сравнивая (14) и (15) с (6) и (8), легко видеть, что доказательство 
сводится к рассуждениям § 1 при s=0.

Из этой теоремы и пункта 2° (§ 2) получаем для неоднородного 
уравнения теорему:

Теорема. Все решения уравнения (2) при условиях (С) и (В') 
асимптотически приближаются к полиномам степени ^п — 1.

При п = 2 —это теорема Haupt’a о существовании асимптот 
((2), стр. 212).

Поступило
28IV 1948
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