
Доклады Академии Наук СССР
1948. Том LXI, № 2

МАТЕМАТИКА

А. 3. ПЕТРОВ

О КРИВИЗНЕ РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВ 
(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 13 V 1948)

Рассмотрим одно из возможных обобщений римановой кривизны 
v которое может быть естественным образом связано с гравитацион
ным полем общей теории относительности; оно может быть осуще
ствлено для любого vn с неопределенной, вообще говоря, метрикой.

При перенесении в Чі некоторого вектора ? параллельно вдоль 
границы неособенного элемента поверхности УМа в определенном 
направлении, соответствующем направлению вращения однолистного 
бивектора Е}, этот вектор получает, как известно (’), приращение

+ ' (1)

где символом О (8т) обозначается бесконечно малая т-го порядка, 
если считать, что Да=О(82). Если в плоскости бивектора v'i выбрать 
два вектора %, % так, чтобы они определяли бивектор uiJ с той же 

1 2
ориентацией, как и у бивектора vij, и обнести эти векторы вдоль 
данного бесконечно малого контура, то эти обнесенные векторы опре
деляют бивектор uiJ Ди'7, который представляет собой результат 
обнесения по данному контуру неизотропного бивек
тора uij, и

ЗиЕ=О(83)- (2)
1 1 2

Вводя для оценки взаимного положения бивекторов нН и 
угол ф, определяемый Соотношением

COS 9 =
У | ukl 1 • I (Upg + 3upg) ^цРЧ) і ’

и имея в виду порядок малости Да, найдем отсюда, что

sin2 9= Дар-Ди'7—^Чи/гД//'7)2 = / §4
S + 2г/,у Дг/У -j- 3utj Зи‘1 '

ввиду чего имеет смысл рассмотрение инварианта Н, определяемого 
следующим образом:

г.,. sin2э .. ®22^ = Нт ~~ = hm —-—
Ли —О (Дз) (Да)2

Игл Зи и Зи‘1 
(Да)2

(3)
3*
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Заменяя бивектор «V, отличающийся лишь нормой от эти» 
бивектором, найдем из (1) и (2) ормои от v , этим

ё-lhkl Si[kSl]h'

... к в а д р а т и ч н о й к р и в и з н о й
геометрическое истолкование 5 Р™изну и допускает следующее

г.;,-=:= =
каждой из оассматпипяДттт^ „ между двумя ортами, взятыми в 
метрики эти орты будут иметь ноо?ыС/еИ/ Ввиду неопределенности 

Обознйиир / / а У 5 иметь нормы lv /2) равные -4-1.
функцию Лагранжа. найдем°два станиошо образо“ вспомогательную 
рые будут выражаться через че™^^ к“™-
базисы двух простых бивекторо^аУ

плоскостям. 1 2
Если заменить бивекторы и» и соответственно, через н« и „У+

+д«у и предположить, 1 
казать, что lim т^Птт, 
бесконечно малы.

что Да-»0, то, пользуясь (1) и (2), легко по- 
2 1 и, следовательно, величины 1—т, (г=1, 2) 

т™ ♦"^рирующих здесь вели-

х = lim L ті 
i Да -» О (Да2) G = 1,2)

еикЖ^н^^^ искривление к,, отно-
меру изменения однолистного бивектопя В смысле> что Дают 
бесконечно малого контупя япнаюп0^ При обнесении его вдоль 
элемента поверхности v^'L. ’ Щегося границей неособенного

Вместо системы инвариантов х удобно, но аналогии с теорией но- 
верхностеи в трехмерном евклидовом пространстве, 
ную систему инвариантов 1(х + х х, и тогда, j

личины^четвер^ порядка малости включительно, найдем из (1), (2)

ввести эквивалент-
и тогда, учитывая лишь ве-

х х = О, 
1 2 (5)

теризуюадх вз^ймноГпХжевде'^уГпл^ ХЗраК'

Е“1впредХоТеХТпц^еФщКа^ И РеШеН Д’ П^пелкТ 

можно без труда распространить и пР°стРанства; решениеделения: дело сводится т? иоо, а слУчаи неопределенного мероопре- 
зываемой тем что квалоаты У^ественной разнице в °бозначениях, вы- 
212 тем, что квадраты некоторых векторов будут меньше нуля.



Для рассматриваемого вопроса в качестве такой полной системы 
можно взять инварианты av а2 или эквивалентную систему: cos2(p = 
=cos2a1cos2a2, ф = зіп2 sin2 а2. Если выразить аг через*., то на осно
вании (3) и (5) найдем, что 1

и поэтому угол ? полностью характеризует взаимное положение 
исходного и обнесенного бивекторов с точностью до величин, не 
превышающих четвертого порядка малости. Это дает интерпретацию 
квадратичной кривизны Hvn.

Для квадратичной кривизны vn, так же как и для римановой, 
естественно поставить вопрос: когда Н в данной точке будет 
постоянной независимо от двумерного направления? Назовем такие 
многообразия цп постоянной квадратичной кривизны. По
лагая, что бивектор, определяющий двумерное направление, задается 
векторами %, %, условие Н— const при помощи (4) может быть за
писано:

(6) 1 12 12 12 12
где

Slhljhi jklR ijkJt JklR +

Ч- Sjhj^ RhlklRh\k1ll (7)

Отсюда определение тензора кривизны vn постоянной квадратич
ной кривизны сводится к нахождению тензора Т из (6) при условии, 
что В'— произвольные векторы, и поэтому в принципе можёт быть 

1 2
осуществлено методом, аналогичным тому, который применяется при 
определении тензора кривизны пространств постоянной кривизны (4). 
Не останавливаясь на этом вопросе, который решается до конца, но 
приводит к несколько громоздким вычислениям, отметим следующие 
теоремы, которые можно доказать, не имея явного выражения для Rub, 
при любом п. 3

Теорема 1. Любое vn постоянной кривизны имеет постоян
ную квадратичную кривизну.

Доказательство следует из (4), если заменить Rijkl известным вы
ражением этого тензора для случая постоянной кривизны.

Теорема 2. Любое ц3 постоянной квадратичной кривизны 
имеет постоянную риманову кривизну.

Доказательство следует из (6) и (7), если учесть, что для п=3 
тензор кривизны вполне определяется тензором Риччи

Если для п = 4, пользуясь произволом в выборе векторов 
■К . 1 2
записать вместо (6) уравнение, выражающее равенство нулю коэф
фициента общего вида в многочлене (6) восьмой степени и затем про- 
контрактировать это уравнение по трем парам индексов, относительно 
которых это уравнение не антисимметрично, то мы придем к уравне
нию, левая часть которого будет комитантом от величин вида:

R, R^, R>jklRw, 
откуда следует, что

и> следовательно:
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патиной з~4 любое многообразие постоянной квад-
из тех v будеп" пРостРанст™м Эйнштейна, т. е. одним
из тех vn, которые в общей теории относительности характеризуют пространство-время там, где оно пусто. хаРактеР“
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