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МАТЕМАТИКА

В. Ф. НИКОЛАЕВ

к ВОПРОСУ О ПРИБЛИЖЕНИИ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 
ПОЛИНОМАМИ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 22 К 1948)

Пусть в пространстве С (а, Ь) задан линейный оператор (изСвС) 
j ,х.^ п _ 1,2,3,..., приводящий в соответствие каждой f(x) из 
с" некоторый полином (обыкновенный или тригонометрический).

В настоящей заметке устанавливается невозможность выполнения 
для некоторых операторов Jn соотношения

lira/„(%;/) = для каждой f (х) € С (1)
П->со

равномерно относительно х € [а,&].

Как известно, необходимым условием для (1) является ограничен­
ность последовательности норм || Jn || с линейных операторов Jn. 
Общим средством для установления неограниченности норм рассма- 
тоиваемых здесь операторов будет применение оператора Jn к поли­
ному Ф (см. ниже), являющемуся видоизменением известного 
полинома Фейера.

Положим
?(9) = т+х(0), 

где
1 rcosfn4-l)9 , cos (и- + 2)9 , , cos (я-у-) 9]

--------~п------  + я-1 +”‘+ 2^+1 J’

1 г cos (л + -4-2) 9 , cos(n+ 3tx + 3) 9 , , cos(n+р+1)Q-|
A L 2^ + 1 T 2p + 2 „ J

Известно, что существует такая постоянная А (не зависящая от 
0,п, р), что | <р(6) | остается-^1.

Взяв именно такое А и произвольное а, построим косинус-полином

ф (а>6) = Ф(а-6) + ф(а+9) = гр (а, 0) х (а> 0),

где, ради краткости, обозначено:

Y(а, 0) = Ф(«-е) + Ф(° + 6) , х(а, 0) = .

Очевидно, что | Ф (а, 0) | -<1 при любых 0, л, р, а.
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Отметим еще, что

1- Пусть

«°’ = т 2 4

V = 2g+1
— log —---- •А 2(i + 1

ы0 (Л)> «I (%), ■. . ,ып (х), . . . (2)

Образуем ряд Фурье функции Дх) € С относительно системы (2):

2 ап “л (*), 
л=0 (0<Ш

Не существует такой системы ортогональных 
на \.^Ь\ полиномов, чтобы любая непрерывная функция разлага 
лась в равномерно сходящийся на [а, д] ряд Фурье по этим ип Л 
номам. (Аналогично-для разложения по ортогоналЯм той' 

тонометрическим полиномам на [0,2к].) Р ЬНЫМ три' 
Доказательство проведем лишь для случая ортогональные ког-инмг 

полиномов на промежутке [0, к]. ортогональных косинус-
Образуем частичную сумму ряда Фурье:

Jn (6;/)= V ak (0) = V (0) f dg^ = 
^=о fc=0 J о

= J^(9, ^f^dgit), 

0
где обозначено

= v ^(6)^(1), 
k=0

и применим этот оператор Jn к полиному Ф, взяв в нем 
1ак как, очевидно, ц = 0.

то
•7„(0;Т) = Т(а, 0),

Л(0;Ф) Jn(^, Y) + = Т(а, 0) + ^„(0,^)Х(а, t)dg(f).
о

Положив 0 = а, получаем:

Jn (а; ф) = 1121 _L О) 
2^9 Кп (а, 0 X (а, t) dg(t) = в + 5 (а^ 

о
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где 5(a) есть, как нетрудно проверить, косинус-полином от а без 
•свободного члена. Значит, при некотором а = а' из [0, тс] 5 (а) обра­
тится в нуль, так что

J п (а'; Ф) = > — log и.nV ' 2 2а

Следовательно, и подавно,
7V

|| Jn || max \ | Кп<№ I dglt^ — log я, 
[Р, тс] О

т. е. последовательность норм неограничена, — теорема доказана.
Замечание. Очевидно, все рассуждения применимы и к слу­

чаю разложения по биортогональным полиномам.
2. Излагаемые ниже теоремы 2 и 3 относятся к „проблеме интер - 

полирования“ акад. С. Н. Бернштейна (х) — об определении асимпто­
тической величины отношения (к) степени (п Д- от) интерполяцион­
ного полинома к числу узлов (п-\- 1), при которой интерполяционный 
полином еще обладает свойством (1).

При доказательстве (вторичном) своего результата: X — 1 -|-е, где 
а — произвольно малое постоянное положительное число, С. Н. Берн­
штейн^) пользуется интерполяционной формулой вида

0 — 0Й
2« sin (2 т + 1) —-—

2
(2m+ 1) sin ——*

с узлами
2тс k г „1п =----------, т = еп.

k 2л+ 1

Дополнением к этому может служить следующая теорема 2.
Пусть

. .., л"+1 (3)

произвольная система узлов на [а, Ь]; ^^(х)—.основные полиномы 
интерполяционной формулы Лагранжа с узлами (3), а Р(х,у) — лю­
бой полином степени т относительно каждого из аргументов и такой, 
что Р (х, х) = 1.

Рассмотрим оператор
п

jn = 2 lk w p (%> ^)/(^)- (4)

Он, очевидно, интерполяционный, т. e.

= f{xky ^ = 0, l,...,n.
Теорема 2. Если m — то, какова бы ни была система 

узлов (3) и как бы ни выбирать полином Р(х,у), соотношение (1) 
не может иметь места для интерполяционного оператора (4). 
{Аналогично— для интерполирования тригонометрическими по­
линомами на [0,2тс].)
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Доказательство, в общем, такое же, как в n° 1 
полином применяем его к полиному Ф
гая о = а, затем получим

построив косинус- 
взяв р. = т. Пола-

11 4 п
2т 1

что и доказывает теорему.
one^wpV^af НеТРУД“° ВВДеть’ ™ переносится и на

2я

1 С же, ОX IО
D dt или ± J £)„ (0, /) р (9; 0/(/)

О

гДе (0, /) (р — п, т) — „ядро Дирихле".
3. Таким же, в основном, методом доказывается теорема 

торую, из-за недостатка места, приведем без доказательства 
ч °ТрИМ и^рполяционный оператор более общего “сЛ1 ( т- ] .

п
Jn (-Vf) = 2 4 W mk (*) f 

k = 0

3, ко- 

вида.

(5)

где zM-O —полином, подчиненный единственному условию: 

Ж*л) = 1, 4 = 0,

Обозначим через т наибольшую из степеней полиномов mk(x\ 
вания °взяты копн^пг^ “ 8 качестве Узл™ интерполиро­
вания взяты корни ортогональных полиномов (хУ спотк?™ 
^отношенІеіХ^не С̂ миРУемомУ дифференциальному весу, то 
опыа^ ПМ^ПЬ МвСта для “нтерполяционного
трическими полиномами на ^ ^янтеРполиРования тригономе- 
ЧТп3пМ/7НЛе’ Ре3ультат охраняется, если предположить лишь, 

°- о JnM) есть интерполяционный полином степени п-Уо(п\ е 
узлами в корнях ортогонального полинома со„+1 (х); 2) Jn(x-f) есть 

линейный оператор. + J ’ JnVc’J> есть
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