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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАЦИЙ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 6 V 1948)

Введем следующие обозначения: С — пространство непрерывных 
2т-периодических функций с нормой II / II g =max | /(х) | ; С—про
странство функций, непрерывных на интервале — 1<х<1, с нормой 

И f || с= шах | fix) | ; L — пространство 2к-периодических функций, 
—1 < ж < 1 2_

суммируемых на интервале 0<х<2тс,с нормой II / II 7=) \ f (х) | dx-, 

L — пространство функций, суммируемых на — с нормой

||/Ц£ = | /(х) | —множество всех функций ы(м), удовле

творяющих следующим четырем условиям: 1) « («) непрерывна при 
0<м<оо;2)00 (ц')< со (и") при 0 < «' < «"; 3) w («х + и2) < со (иф -ф 
-ф«(и2); 4) ы(0)=0.

При w Е П положим: Си —множество тех функций / ЕС, для ко
торых |/(х-фй) —/(х) K^w(A) при — оо<х<х-фА<оо, где 
К — некоторая константа, зависящая от /; — множество тех
функций f 6 Со» для которых Ит^ 1 ■—=0 равномер

но относительно х; Сш — множество тех функций f Е С, для которых 
| f (х h) — f (х) I </Ссо(й)при — 1 <х<х4-К1, где К— некото

рая константа, зависящая от /; Сы— множество тех функций f Е Сы, 
для которых lim 1 (х -t-/г) — /(х) [ = 0 равн0мерН0 относительно х, 

h _> 0 + “ (Л)
— 1 < х < 1; ЭД — множество всех функций М (и), удовлетворяющих 
следующим условиям: 1) 7И(0)=0, Л1(ц)>0, выпукла и постоянно 
возрастает при 0<«<ос; 2) lim 4 =0, lim —— = -фоо;

а _> 0 + и а _> + оо U
о, т:— М Ciu) , 3) hm —~-<Е 4- оо.и + со М (и)

Известно, что всякая функция Л1 (ц) Е ЭД единственным образом 
и

представима в виде М (и) — <? (f) dt, где (О не убывает и непрерыв- 
она справа.

При М (и)^ положим: — пространство 2тс-периодических функ- 
2тг

ций, измеримы^ щ удовлетворяющих условию ^44[|/(x)|]tZx<C -ф оо с 
—— „ '—V— о
нормои ищ^^1) .^ ■ Пр0СТранств0 функций, измеримых на—1<х<1.
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удовлетворяющих условию J Л[|/W |]Л<+ „ с HopMofl Opma. 

п — натуральное число.
2тг

Sn
о 

2п
Фурье функции Ln=— J 

и

sin (/г 4- 1/2)/ 
2 sin !/» / dt~ п-я частная сумма ряда

sin (п 4- 1/2) / 
2 sin 1/2 t dt ~ константа Лебега.

странства "типа (S) ммот'ичкп о СутЬ ДВа ФУнкциональных про- 
ческие полиномы, и пусть ЩН-т? ВСе тРигонометРи-
в Я. Говорим, что U есть тпигп™ ^~линеиная операция из G 
альная операция порядка я полиноми-
Два условия: 1) дЛЯ любой функции 7 IS Следующие
трический полином порядка<п 2^ если} тригономе- 
ческий полином порядка <^oJ^ тригонометри-

стрвиства "тил^^Гка^йд^е^ит Функциональных про-
пусть U(f) = u\f иSL"3 КОТОрых все полиномы и
есть поУнвои^™’, »3 ° в « Говорим, что U
йены следующие два условия- пРация п ° рядка п, если выпол- 
есть ппЛц7, Д у овия; !) для дюбой функции fc-G IJif ri то™ <Л; 2)еСЛИ есть полином7 норядДщ

ческое интерполировщщ^дают Функций в Ряд Фурье и тригонометри- 
метрических полиномиальных опХций°Следовательностеи тригоно- 
ортогональным полиномам и ии-га^еРаЦИИ' ^азлО/Кение функций по 
меры последовательностей полннмна™™”^^^^^^^ ДЗЮТ При’

странства типа (5), каждое из

§ 1. Тригонометрические полиномиальные операции

ПРтеМ
Теорема 2. Пусть Un(f)=y tf л\ i о Q .

Тогдр П°рядка’ соо^тственно, п. Пусть со 6 Q. операций

1) Если

11m со
(1)

то существует

2) Если
/ € Са такая, что Ит || Un (f\ у - 

П —г-.

ІІШ со
(2)

пго существует / € са такая, что ^ \\ f - Un (/) ц - > 0.

~ \ log п > О,



Теорема 3. Пусть Un(t)=Un(f> л) е^пь ^инейная тригоно
метрическая полиномиальная операция из L в L порядка п. Тогда 
'у ип || ~^Ln, причем знак равенства достигается, если x)=sn (J, х).

Теорема 4. Пусть функция М(и) € ЭД такова, что
.. М (и) Аlim —^- = 0, 
Z~+oo M1°g«

(3)

И пусть Un(f)=Un(f, л) (п=1, 2, 3,...) есть последовательность 
линейных тригонометрических полиномиальных операций из^ 

в L порядка, соответственно, п. Тогда найдется f Е L 
такая, что lim 'II Un(f} II j = -}- °°-П -> со

Теорема 5. Пусть функция УИ («) € ЭД такова, что

.. М(2и)lim ———- 2

и пусть Un(j)=Un(f, х) (п=1. 2, 3,...) есть последовательность 
линейных тригонометрических полиномиальных операций из 
LM в LM порядка, соответственно, п. Тогда найдется f € L та- 

2тг
кая, что lim ^Л4[| Un(f, л) \]dx= + оо. 

о

§2. Полиномиальные операции

Теорема 6. Пусть Un(f)=Un(f, Л) линейная полиноми
альная операция из С в С порядка п. Тогда || Un II > —Zn------ .

Теорема 7. Пусть Un (/)=Un (f, х) (п = 1, 2, 3,...) есть после
довательность полиномиальных операций из С в С порядка, соот
ветственно, п. Пусть ы Е 9.

Тогда'.
1) Если имеет место (1), то существует f Е С*ш такая, что 

lim || [/„(/) || с= + оо.
” ”*2) Если имеет место (2), то существует f такая, что 
nhm \\f-Un /)|| с>0.
^Замечание. В. Ф. Николаев доказал (2), что по любой ^после

довательности ортогональных полиномов найдется функция f Е С та
кая, что ее разложение по этим ортогональным полиномам не схо
дится к ней равномерно. Обобщая результат В. Ф. Николаева, 
Ф. И. Харшиладзе доказал (не опубликовано), что в условиях тео
рем 1 и 6 настоящей работы имеем II Un II >• A log п, где А — абсо
лютная константа.

Теорема 8. Пусть Un(f) = Un(f, есть линейная полиноми
альная операция из L в L порядка п. Тогда || Un\\ ----

Теорема 9. Пусть функция М(и) Е ЭД такова, что имеет, 
место (3), и пусть Un(f}—Un(f, х) (п = 1, 2, 3,...) есть последова
тельность линейных полиномиальных операций из в L поряд
ка, соответственно, п. Тогда найдется f £LM такая, что

Нт II Un(f) ІІЛ= + оо.П —> со
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Теорема 10. Пусть функция М (и) ЕЖ такова, что lim ? <С 
< + °°> w пусть Un (f) = Un(f, х) (га = 1,2, есіпь последова
тельность линейных полиномиальных операций из LM в LM по 
рядка, соответственно, п. Тогда найдется f € LM такая, что

J M[\Un (f, х) | ] dx= + оо.
СО —1
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