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1. Основные понятия проективной линейчатой геометрии удобно 
обозреть при помощи перенесения Плюкера, которое ставит прямые 3 
во взаимно-однозначное соответствие с точками гиперквадрики 
пятимерного проективного пространства Р5. При этом линейные ком
плексы прямых соответствуют гиперплоскостям Р5. Линейные ком
плексы находятся в инволюции С1), если соответствующие им гипер
плоскости в Рь полярно сопряжены относительно Q4.

Произвольный комплекс прямых изображается трехмерной поверх- 
стью, целиком принадлежащей Q4. Он имеет в каждой своей пря

мой оо1 касательных линейных комплексов (т. е. гиперплоскостей, 
содержащих трехмерную плоскость, касательную к соответствующей 
поверхности).

Назовем два комплекса, проходящих через одну прямую, пере
секающимися инволютивно в этой прямой, если каждый линеиныи 
комплекс, касательный к одному из комплексов, находится в инволю
ции с каждым из линейных комплексов, касательных к другому. 
Через прямую можно провести не более четырех комплексов, пере
секающихся в ней инволютивно друг к другу.

Инволютивной системой комплексов будем называть 
четыре однопараметрических семейства комплексов, каждое из кото
рых расслаивает одну и ту же область многообразия прямых, причем 
комплексы всех четырех систем пересекаются в каждой прямой 
области инволютивно друг к другу.

2. Присоединим к каждой прямой области проективный репер 
М2, М3, MJ так, чтобы точки Мг и М2 лежали на прямой. Если 

инфинитезимальные перемещения репера имеют вид:

dM^c^Mj /,£=1,2, 3,4, (1)

где штрихом обозначено внешнее дифференцирование, то основными 
формами, определяющими смещение прямой, будут формы ц, «2, 

При подходящем выборе репера четыре комплекса, пересекаю
щиеся инволютивно по [/Hi, Af2], будут определяться уравнениями:

w*— с^=0; -1- оу|=0; а>з— <о^=О; «з — 3. (2)

Так как семейства комплексов расслаивают область, то каждое 
из уравнений (2) должно быть вполне интегрируемым, откуда следует.

[(^-соЗ)', [(^-«<у, ыз_ы4]=0;

[(«4 + «зу, + «3]=0; [(«3+ «<)', «3 + Ы4]=о. (3)
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Эти уравнения (3) полностью определяют искомые 
тивные системы комплексов. Если учесть формулы ГП 
ний (3) получим: 1 J 'А

4“ А4 +А«2 + 

^=~P2^—P^ + 4- s2(03.
+ ^гЧ —r24~ ^4;

4=“ q2^ — q^~ _ Sj w3.

~ 4 + 4 ~ 4 = ^4 ^4. 

~ 4 ~ 4 - =

нами инволю- 
то из уравне-

(4)

SmoX оказывается возможным заменить равносильной ей

Н 4- 4 + 4 4- ыз _ =0.
“з+Ч 4-4 44-41=0;

°’ 7+Ч-Ч 4~4 44-4=о;
; + “2 ~ Ч~4 4 4- 4 4 4- 4=0;

Ч «2 —ыЗ^^ Q3; ю4]=0;
4 — 44-4 — 4> 4 4=о.

аргументов (2). произволом шести функций от двух
3. Кокгруенция, образованная пересете»ием к0мпЛекС0в

0, —<оЗ = 0>
(5)

имеет фокусами точки М и лл о л
скости М2, М4] и ХМ М} АФси™НЫМИ плоск°стями-пло- 
Фнальных поверхностях опредадяЮТСГв обшом ЛИНИИ На обеих 
же уравнением (w?)2 / 4у22_4 Д^тся в общем случае одним и тем ческие соответствуют СЛЗДУет’ чго: *) асимптот!
Циеи W, и Ь) комплекс^ дву!Рос!альныТгАМееМ Дело с конгруен- 
груенцию по линейчатым поверхностям Д. еИСТВ пеРесекают кон- 
Щие асимптотические. Теми же свой/тпГ^и^Щим соответствую- 
^—4=0, W3 4_w4=o е свойствами обладает конгруенция

Уравнения (2), (3) допускают
следующие преобразования репераг

^1=^,4-^; 

4^2=^ — м2- 
м3=м3^^.

МІ=М4 4- Ш2;
М2=М4 - Ш2; 
Afg =Af3 4- 
М4^=М3~1М4.

(6)

»»ям“(с“ХюПаТоХ"нТигеТ^^^^^^^ преобразова-
нами виду (5). Мы „рИХОДИМ к следующей3т^е.К '«“оч’енному



Теорема 1. Все шесть конгруенций, получаемых при попарном 
пересечении комплексов системы, проходящих через произвольный 
луч, суть конгруенции W;ux фокусы попарно совпадают и образуют 
на луче три пары точек, каждая из которых гармонически делится 
двумя другими парами.

'Аналогичное расположение имеет место для фокальных пло
скостей.

Каждая из линейчатых поверхностей, получаемых при пересече
нии трех комплексов системы, соединяет асимптотические линии 
на фокальных поверхностях конгруенций, получаемых при попар
ном пересечении взятых трех комплексов.

Четыре конгруенции всегда будут гиперболическими, две — 
эллиптическими.

4. Через каждый луч комплекса прямых проходит, вообще говоря, 
четыре развертывающихся поверхности, целиком принадлежащие 
комплексу и имеющие касание второго порядка с каждым из оо1 
касательных линейных комплексов. Точка касания прямой с ребром 
возврата такой поверхности и ее касательная плоскость в данной 
прямой определяют так называемый „инфлексионный пучок" (х).

Если взять уравнение комплекса в виде wf — «|=0, то центру 
пучка Лф + г/И2 соответствует плоскость, проходящая через точку 
Д43— zM^ a z удовлетворяет некоторому уравнению четвертого по
рядка. В нашем случае это уравнение имеет вид:

г4 +2^г2+1=0, г = 1,2,3,4, (7)

для каждого из комплексов системы.
При заменах репера (6) уравнения (7) преобразуются в уравнения 

той же формы. Мы будем рассматривать всевозможные инволюции, 
которые переводят одну пару инфлексионных центров в другую. 
Этих инволюций будет три. Справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Три пары двойных точек инволюций, которые 
устанавливаются на каждом луче четырьмя центрами инфлексион
ных пучков любого комплекса системы, совпадают с шестью фоку
сами конгруенций, образованных попарным пересечением комплек
сов.

Аналогичное расположение имееет место между плоскостями 
инфлексионных пучков и фокальными плоскостями конгруенций.

В заключение выражаю глубокую благодарность проф. С. П. Фини- 
кову, под непосредственным руководством которого выполнена эта 
работа.
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