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1. Настоящая работа содержит решение задачи, поставленной 
С. П. Финиковым, о нахождении пар комплексов, аналогичных парам 
Т’-конгруенций Д). При этом вводится новое определение пары Т'-кон- 
груенций G. П. Финикова, основанное на понятии гармонического 
пересечения линейчатых поверхностей (2). Кроме того, в работе рас
смотрены возможные случаи вырождения, перенесение Плюкера для 
пары Т’-комплексов и приложение преобразования Т к четырех-инво- 
лютивной системе комплексов А. М. Васильева (3).

2. Определение 1. Две линейчатые поверхности называются 
гармонически пересекающимися, если они имеют общую образующую 
и проективные ряды касательных плоскостей вдоль этой образующей 
к одной и другой поверхностям находятся в инволюции.

Для того чтобы две линейчатые поверхности, заданные в плюкеро- 
вых координатах как функции одного параметра,/>(£) и q(s\ пересека
лись гармонически, необходимо и достаточно, чтобы

p=q~, {dp, dq)=O при t — t^, s=sQ, (1)

где круглые скобки обозначают плюкерово произведение двух комп
лексов (2).

3. Все рассуждения мы будем вести в трехмерном проективном 
пространстве А, рассматриваемом как линейчатое пространство.

Пусть Mv М2, М3, М4 — вершины проективного репера ,а0=[М1М2], 
<Z1= [/Й2ЛІ3], ^2 = HW, ^3= [■^2^4]’ ^4~[^1^4І> ^-5:==[^3-^4] его
ребра. Прямые а0,..., а5 мы будем принимать в дальнейшем за ли
нейчатый репер.

Из формул инфинитезимального перемещения репера следует:

da^=(<Д Д- ы2) а0 — w3tZj — w3a2 — ыД3 Д- (2)
^5= (“з 4- “4) а5 ~ <Фі + ш\а2 + ДДз + «'а4. (3)

Заметим еще, что простейший образ линейчатой геометрии — 
демиквадрика — всегда может быть представлена уравнением вида

р = а0 Д- bt Д- (4)

где (ав£) = (а5&) = 0, (&&) + (аоа5)=О.
4. Теорема 1. Для того чтобы две конгруенции находились 

в соотношении Т, необходимо и достаточно, чтобы нашелся одно
параметрический пучок демиквадрик, пересекающих обе кон
груенции гармонически вдоль соответствующих лучей.

Пусть дана одна конгруенция, приведенная к реперу первого по
рядка. Тогда и3=фf=0 и ^=(«5 Д Да0-ыД ДиД, причем 
луч аъ репера совершенно произволен. Будем искать демиквадрики, 
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гармонически пересекающие все линейчатые поверхности конгпурнп™ 
в виде (4). Условие (1) принимает вид (daob)=O. Отсюда находим 
однопараметрический пучок демиквадрик: ‘сюда находим

Р=«0 ХПо-----
(5)

гармонически пересекающих все линейчатые nnnpnvu^^
и проходящих через произвольный луч пространства а К0Нгруенции 

Пусть теперь каждой прямой а0 первой конгпурЛ™ ™

“ которой справедливо^'
лишь две независимые. Потребуем чтобы йррк ™ Ф Р 4’ 4’ 3’ 3 
пересекал гармонически все линейчатые пов^ЛпЧ°К демиквадрик (5) 
енции вдоль а,. Для этого необходим™ доста?о™7^ОР^ 
откуда находим «J=„}=0. Но условие ’
точное условие того, что контруенцин а и' а
Г-конгруенций (х). " Ц “° и «5 представляют пару

Необходимость условия легко доказывается
може^у™^

находятся^в Соответствии еслСС говорнть' чт0 два комплекса 
взаимно-однозначное соОЛетст НИМИ М0ЖН0 Установить
соответствующих лучейнай™ Л °бра3°М’ ЧТ0 для каждой пары 
кающая оба комплекса Н е врр ГТЛГ’ гаРМ0Нически пересе- 
этих лучей. °МПЛекса е- все и* линейчатые поверхности) вдоль 

ответствии Т, He^d^duM^ комплекса находились в со-
вЫбР«ть репер т^іб^^

образом, ’ЛЛ'Л^з^ри^^ быТЬ выбРан таким
волен. Тогда из условия (4І С°Вершенно иропз-
квадрику, гармонически пересекаюптую ptWM единственную деми- «HW Серев при=П"

Р=аалг (а2~ а3) t + a5t2.
ветствие одна зримая Ма°\ро?^ Л® поставлена в соот-

ч>ирм ш4, ы4, со3, <о3 лишь 3 линейно независимые

Достаточность условия теоремы очевидна. 4 3
Верна также следующая теорема:

ответствиТт^'н^бхо'димо ^дог J™ КОМплекса находились в со- 
ный комплекс, имеющий касание^п^0^^ н^лся линей- 
ствующих образующих к обеим кпмп^ порядка вдоль соопгвет-

В выбранном намТрепеое та^им
6 Трапов, „ репере таким комплексом будет а, — а

ленным соответствием Устиестю^' Пара комплексов с установ- 
двух функций трех аРгументов ует С Пр0йзв0Л0м’ в обійем случае,

Пара таких комплексов определяется системой-
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В нешнее дифференцирование этих уравнений дает:

— W + W=°’ М + И “ W = °- (8)

где х=“] —“| + Ч —w4> т=<4 + 4> ф = «? + «і-
Мы получили замкнутую дифференциальную систему. Построение 

интегральных элементов (4) в общем случае дает регулярную цепь, 
причем характеры 50=51=S2=S3=2, откуда и следует теорема.

7. Матрицы приведенных полярных систем для и ^2 имеют, 
соответственно, вид:

0 0 of

Ч ы4 — “з ~ X <Р — Ф
Ы3 — СО3 О>2 0 0 0

Ч Ы4 ~ Ч -X ¥ -Ф (10)
~з ~з -4 0 0 Оы2 — «1 <02 и и и

| <03 <04 — <03 — X <? — ф

где В (10), если (§2 = ^2(^>S)> ТО <0;=<й/(^), <4 =<>4(8).
Отсюда получаем два случая особых интегральных многообразова- 

ний, указанных в теоремах 4 и 5.
Теорема 4. Соответствие Т двух комплексов,при котором все 

двумерные интегральные элементы §2 особые, существует с произ
волом одной функции 3 аргументов и является соответствием 
двух комплексов относительно нуль-системы.

В этом случае должен снижаться ранг матрицы (9), что приводит 
к расширению основной системы (7), (8). Исследование этой новой 
системы и дает теорему.

Верно и обратное утверждение. Если задан комплекс а0 и нуль- 
система, порожденная неспециальным линейным комплексом с, то 
комплекс а5, получающийся из первого отображением относительно 
данной нуль-системы, будет находиться с ним в соответствии Т, 
причем все ^2 будут особыми.

Теорема 5. Соответствие Т двух комплексов, при котором 
все трехмерные интегральные элементы ^3 особые, существует с 
произволом 7 функций одного аргумента.

Этот случай мы получим при снижении ранга матрицы (10). В этом 
случае перенесение Плюкера дает, что на луче в Р5, соединяющем 
точки квадрики п0 и <z5, найдется одна точка, которая движется по 
кривой. Через каждую точку с этой кривой будет проходить <х>2 
лучей, и соответствующие лучи ай и а- в Ра будут пробегать пару 
конгруенций, соответствующих относительно нуль-системы, порожден
ной линейным комплексом с. Кроме того, в этом случае линейный 
комплекс а2 — а3 также зависит от одного параметра (того же, что и с), 
и указанные выше пары конгруенций принадлежат этим комплексам.

8. Паре ^-комплексов в Р3 соответствует в Р-, при перенесении 
Плюкера фокальная конгруенция оо3 лучей, т. е. такое 3-параметри- 
ческое многообразие лучей, что на каждом луче имеется 3 фокуса и 
через каждый луч проходит 3 развертывающихся поверхности.

Действительно: в фокусах луча должно быть d (ха0 + а3) = ка04-р.а5, 
откуда получаем 3 уравнения:

<о? = — .ш3 w2 = x<o3 = — хи£,
т X О Z О

из которых лишь 2 должны быть независимыми. Это будет выпол- 
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ствовать развертывающаяся поверхность РЭНГа’ буД6Т соответ' 
соотв^тству^ конгруенции лучей в Р5

в Р5 будет неТ5-,ВаН4^ернойУЧае окрестность первого порядка луча 

ленной А. ^-комплекса к опреде-
рая определяется системой уравнений. СИСТ6Ме комплексов> к°™-

ID (“' ~ ~ = 0, [D (ыз + ыз + =0, 

+ Ч)> «23 + 4J=0, [D^ - юз _ Ш4]=о

Мы будем считать заданной onwv
вторую так, чтобы соответствующие Л ° Ну к СИСтему и 
дились в соответствии Т. У ЩИе КОмплексы обеих систем

Если обозначить

(Н)

искать 
нахо-

+ Ч V4 + 4 8(=ч_ч
9,-04-»,. 91=4 + 4,

то задача сводится к исследованию системы:

[&z> &J=0, /=1,2,3, 4,
при условии, что система:

d,.J=O, i=l, 2, 3, 4,

система находится вудовлетворена. Исследование показывает, что с--------
с произволом 4°система существуем

определяются уравнениями Я_ На ио , У уча 1а°а5в силу /12) Я X ч г L ‘ Н Э интегРвлвном многообразии, 
и силу — а,-»;. Следовательно /а. __ хія__ л 1что на каждом луче пои оязлипнмМ —°- Отсюда следует,
К^ГУСУУ

то "Р" ’-=»•
пару конгруенций й,=» =0 ; ' ЬСЛИ же мы Рассмотрим

слояемую пару линейчатых поверхностей р/ПОлУчаем рас
считаю своим долгом выразить благодарность noorh с п л

^рао0ТеПОСРеДСТВеННЬ“ РУКОВОда^
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