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целое число, так что О^А^ —.

Известная общая апроксимационная теорема Кронекера утверждает: 
для того чтобы система неравенств |5г— К у- (1 •< J-^n) при 

любом допускала решение в целых х„ у^ необходимо и доста
точно, чтобы для любой системы целых Uj, vlt для которой Т=0, 
мы имели также А = 0.

Эта теорема принципиально решает вопрос о том, при каких усло
виях данная система линейных уравнений —ау=0 может быть 
с любой степенью точности приближенно разрешима в целых числах. 
Недавно я доказал следующую общую теорему, дающую существен
ное количественное дополнение к теореме Кронекера:

Для существования таких положительных постоянных сх и с2, 
что система неравенств

\Sj— а-,<-“■> । *11 <^2?(0 1 <;<»), (1)J J /

где ср(О — положительная непрерывная неубывающая функция по
ложительного аргумента t, при любом £>0 имеет целочислен
ные решения xt, yjt необходимо и достаточно существование такой 
положительной постоянной Г, что для любой системы целых 
чисел Uj, vt

( = 0, если иТ = 0, 1
1 Ги 1

АІ <—, если иТ>0, f (2)
I . „ / и \ I

где Т (0 означает функцию, обратную к функции
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Это предложение представляет интерес потому, что из него в ка
честве простых следствий могут быть выведены почти все теоремы, 
доказанные до настоящего времени в общей теории неоднородных 
линейных диофантовых приближений. В настоящей заметке я покажу, 
что из него почти непосредственно вытекают две важные теоремы, 
доказанные Ярником (х) несколько лет тому назад.

1. Пусть система чисел 9^ такова, что для любой системы целых 
чисел Uj, v» для которой «>0, мы имеем

(3)

где у>0 — постоянная; без ограничения общности мы можем допус
тить Очень легко показать, что функция Y(t) при с>1 удов
летворяет неравенству Т(с^)-^сТ(^). Поэтому мы находим

и 
г

U<f (и) 

Y
< — Т[цф(ц)]

Y Y

Таким образом, если выбрать Г>--, то для любой Системы це- 
Y

лых чисел Uj, Ц; мы будем иметь

Но в таком случае условие (2) тривиальным образом выполняется 
для любой системы вещественных чисел В силу моего критерия 
поэтому условие (3) влечет за собою целочисленную разрешимость 
неравенств (1) при любых aLjt надлежаще выбранных постоянных clt 
с2 и любом достаточно большом t. Это составляет содержание первой 
теоремы Ярника.

2. Пусть теперь существует такая постоянная С>0 (без ограни
чения общности можно допустить С>1), что

С 
?(«)

(4)

для бесчисленного множества систем целых чисел Uj, в том чи
сле и систем со сколь угодно большим и. Обозначим через Е мно
жество таких систем вещественных чисел a.- для которых
неравенства (1) при сколь угодно малых сг и с2 имеют целочисленные 
решения, если t достаточно велико. Вторая теорема Ярника утвер
ждает, что при условии (4) мера множества Е в n-мерном простран
стве точек (ап а2,..., а„) равна нулю. Чтобы в этом убедиться, доста
точно заметить, что, как мною доказано, для точки (а.Д принадлежа
щей множеству Е, мы имеем, сколь бы мало ни было s>0, для 
всех систем целых чисел Uj, с достаточно большим и и 7’>0

(5)
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Обозначим через Ег (г = 1, 2,...) совокупность тех точек (а;) 
множества Е, для которых неравенство (5) имеет место при и^г,

ОО

так что £гс£г+1 и £= V Ег.
Г=1

Из (4) вытекает

г > г <“)’ т (5) > т (И > т т «1-г ■

•для бесчисленного множества систем целых чисел vt со сколь 
угодно большим значением и, так что мы можем допустить и^> г. 
Но тогда из (5) и (6) следует, что

А<гС

для любой точки (а^-) множества Ег. Очевидно, что множество точек 
(аД удовлетворяющих этому неравенству, в любом фиксированном 
объеме имеет меру, не превосходящую произведения некоторой по
стоянной на s; этого произведения не превосходит, следовательно, 
мера множества Ег при любом г, а значит и мера множества Е. Так 
как £ произвольно мало, то мера множества Е равна нулю.

3. Заметим, наконец, что, если существует такая постоянная 5>0, 
что функция убывает при достаточно большом t, то условие
(3 ), в силу первой теоремы Ярника достаточное для целочисленной 
разрешимости системы неравенств (1) при любых надлежаще вы
бранных clt с2 и любом t^-G, является вместе с тем и необходимым 
для этой цели. Это может быть легко доказано с помощью рассуж
дения, аналогичного только что нами проведенному.
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