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МАТЕМАТИКА

Д. МЕНЬШОВ

О СХОДИМОСТИ ПО МЕРЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ РЯДОВ

(Представлено академиком Н. Н. Лузиным 2 XII 1947)

Если f(x) есть измеримая функция, конечная почти всюду на 
сегменте [—к к], то существует тригонометрический ряд

ОО2 (ап cos пх + bn sin пх), (1)
п = 1

который сходится к f(x) почти всюду на [—тг, те] (х).
Остается нерешенным вопрос, будет ли справедливо это утвержде­

ние, если отказаться от требования конечности f 4) почти всюду. 
В частности неизвестно, существует ли тригонометрический ряд, 
который сходится к 4 со почти всюду *.  Однако на поставленный 
вопрос можно дать ответ, если вместо обычной сходимости рассмат­
ривать сходимость по мере.

Введем следующие определения и обозначения.
Будем говорить, что функция определена всюду на некотором 

множестве Е, если она имеет определенное значение, конечное или 
равное 4 оо или — оо, в каждой точке этого множества.

Через {fn(x}} будем обозначать последовательность функций 
44), А4)> А 4), •••, измеримых и конечных почти всюду на неко­
тором сегменте [а, Ь].

Мы скажем, что последовательность {fn(x)} сходится по 
мере на сегменте [а, Ь] к измеримой функции f 4), определенной 
почти всюду на этом сегменте (^х) не обязательно должна быть 
конечна почти всюду на [а, &]), если функции/„ (%) можно представить 
в виде

А4)=^п4) + а„4) 4 = 0, 1, 2,...),

где gn(x) и а„(х) конечны почти всюду на [а, Ь], 

lim gn(x)=f(x}

почти всюду на этом сегменте и а„4) сходится по мере к нулю на 
[а, 6], когда и->оо**.

Можно доказать следующую теорему.

* Этот вопрос был поставлен акад. Н. Н. Лузиным.
** Это определение совпадает с обычным определением сходимости по мере, 

если f (х) конечна почти всюду на [а, Ь].
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Теорема 1. Для любой измеримой функции f (х), определен­
ной почти всюду на [— я, я], существует тригонометрический 
ряд (1), который сходится по мере к f (х) на [—я, я] и удовлетво­
ряет условию

lim an=Q, Нт Ьп = 0.
П “> 00 л 00 (2)

Это утверждение является частным случаем более общих теорем 
для формулировки которых нам потребуются следующие определения’

Мы скажем, что функция Р(х), определенная почти всюду на сег­
менте [а, Ь], есть верхний предел по мере на [a, bl последова­
тельности {/„(х)}, если F (х) измерима и удовлетворяет следующим

1) lim mesf |/я(х) ><р(х)]=О  
Л 00

*

для любой измеримой функции ср (л), определенной почти всюду на 
\а, Ь\ и такой, что почти всюду на этом сегменте 9(x)=F(x} рспи 
Р (х) = -ф- оо , и <р (х) > F (х), если F (х)< -ф- оо;

2) {mes £ \fn W > Ф (x)] • E [F (x) > ф (x)]} > 0

для любой измеримой функции ф (х), определенной почти всюду на 
[а, 6] и такой, что mesf [Л(х)>ф (х)] >0. у

Функцию G(x), определенную почти всюду на [а, bl, мы будем 
называть нижним пределом по мере на [а, bl последователь­
ности {/„(х)}, если — G(x) есть верхний предел по мере на [а bl 
последовательности {—f„(x)}. 1 ’

Для верхних и нижних пределов по мере на [а, Ь] последователь­
ности {fn(x)} можно доказать следующие утверждения-

А. Любая последовательность {fn (х)} имеет хотя бы один верхний 
предел и хотя бы один нижний предел по мере на [а, 6].
, В' Если Ех(х) и РЛх) являются верхними пределами по мере на 
[а,Ь\ для одной и той же последовательности {Д (х)Л то F (х\—р гю почти всюду на [а, Ь]. ht W
г 2’ Если Ох(х) и G2(x) являются нижними пределами по мепе на 
[а, о] для одной и той же последовательности {Д?х)1 то G 1х) —G почти всюду на [а, Ь\. 1 G2(x)

D. Если Р^х) и G(x) являются соответственно верхним и нижним 
пределами по мере на [а, Ь] для одной и той же последовательности 
UnWb то GfxX/^x) почти всюду на [а, Ь].

Е. Если верхний и нижний пределы по мере на [а. Ь] последователь­
ности {ЛИ} равны функции /(х) почти всюду на [а, bl, то последо­
вательность (ЛИ} сходится по мере к f (х) на данном сегменте

Будем называть функции F(x) и G(x) верхним и нижним преде­

лами по мере на [а, Ь] ряда если они являются такими
п = 0

пределами для частных сумм этого ряда.
Можно доказать следующие теоремы:
Теорема 2. Для любых двух измеримых функций Fix) и G(x) 

определенных почти всюду на сегменте и таких, что 
G (х) <; F (х) почти всюду на этом сегменте, существует тригоно­
метрический ряд (1), обладающий следующими свойствами:

* Если ф1 (х) и 9з (х)—две какие-нибудь измеримые функции, оппеделенны? 
почти всюду на [а, Ь], то мы будем обозначать, как обычно, через Е m Z 
множество всех точек на [а, Ь], для которых 91 (х) > % (х). - ■
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1°. F(xj и G(x) являются верхним и нижним пределами по мере 
Нй 1°. Какова бы ни была измеримая функция ф(А рпределыная 
почти всюду на [—к, л] и удовлетворяющая условию G (Ж wпо^сДу тэтам сегменте, можно определить последователь- 
ность частных ряда (1), сходящуюся к ф(х) почти всюду на [—

3°. lim ап — ^, Um bn—0.
п —> ОО п 00

Ясно, что теорема 1 является непосредственным следствием 
теоремы 2.^ $ любых измеримых функций F(xj, G(xj и
ф. (х), i= 1,2,... ,р, определенных почти всюду на [ я, я] и удов 
летворяющих неравенствам

G(xj<Mxj<F(xj (i = l,2,...,p)

почти всюду на этом сегменте, можно определить тригонометри­
ческий ряд (1), который обладает следующими свойствами:

1°. F (х) и G(xj являются верхним и нижним пределами по 
МвРТ НСДля "любого^А2,...,р существует последовательность 
частных сумм ряда (1), которая сходится к ф4(л) почти всюду 

На 3° ’Если какая-нибудь последовательность частных СУММ 
ряда(П сходится на множестве Е положительной меры к функ­
ции ф(х), Ес [— к,Ч то для одного из значении 
ф(х)=фг(х) почти всюду на Е.

4°. lim а„=0, lim bn=Q.
п -> ОО Л -> СО

в заключение формулируем основную лемму, при помощи которой 
показываются теоремы 2 и 3.

Лемма. Для любого целого числа 'т^>0, любого положитель­
ного числа е<1 и любого сегмента [а, й]С[—к] можно опреде­
лить тригонометрический многочлен

(Cj COS jx -ф dj sin jx)
j = m4-l

и измеримое множество e, которые обладают следующими 
свойствами:

1) V (Cj cos jx + dj sin Jxj 
i = m-H

(x € [— « + s» K —

г

тДпДф),

где a'=a-(b-d)^^j, b'=b + (b-a)^) « «О) есть положи­
тельное число, зависящее только от г;

2) mese<2e(& —а), ес[-п, «];

3) 1 — 2 (Cj cos jx + dj sin jxj t(b — aj
i =m+l

(x 6 [a, b] - e);
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4)

5)

р-
2 (^COSjx + ^.sin/x)

І^т+1
<z(b — a)

(х€[—л, л] — (д; й) — е *.
I cj I < b — a, ]dj I < b — a (m < j p).

Поступило 
2 XII 1947
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Через (а, Ъ) мы обозна чаем открытый интервал.


