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О ЦЕНТРЕ ВЫПУКЛОГО МНОЖЕСТВА
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 24 XI 1947)

В настоящей статье Е обозначает пространство типа (S), Е*  — его 
сопряженное, К — выпуклое ограниченное множество в Е или в Е*.  
При некоторых дополнительных ограничениях, накладываемых на К 
(в частности, когда К является компактом), доказывается, что сово
купность всех изометрических отображений К на себя имеет в К 
общий фикспункт („центр выпуклого множества №).

Определение 1. Пусть d обозначает диаметр множества К. 
Точку х0 f К назовем диаметральной точкой К, если 
sup || х0 — х || — d. Мы будем говорить, что К имеет нормальную 

структуру, если не все его точки являются диаметральными и 
если этим же свойством обладает каждое выпуклое подмножество мно
жества К, содержащее более одной точки.

Определение 2. Пусть {хп} — ограниченная последовательность 
элементов Е, d — диаметр этой последовательности, dn — расстояние 
элемента х„ +1 от выпуклой оболочки Кп всех предшествующих эле
ментов. Мы будем называть последовательность {хп} диаметраль
ной, если lim dn = d.

л ОО
Пример диаметральной последовательности. Рассмот

рим последовательность {хп} элементов пространства (е)*,  в которой 
все координаты элемента хр кроме р-й равны нулю, а p-я координата 
равна единице (р = 1,2,3,...). Легко видеть, что диаметр этой после
довательности равен 2, а также dn — 4 при любом п.

Теорема 1. Для, того чтобы К имело нормальную структуру, 
необходимо и достаточно, чтобы оно не содержало ни одной диа
метральной последовательности.

Необходимость. Допустим, что К содержит диаметральную 
последовательность {%„} и Ко есть выпуклая оболочка этой последо
вательности. Достаточно показать, что множество Ка не имеет нор
мальной структуры. Очевидно, что диаметр Ко совпадает с диаметром 

п
d последовательности {хп}. Если х0£К0, то х0 = V о^ХуИ xQzKm — i 

з=1
при т~>п. Следовательно, — хт || > inf || х — хт || = dm-\. Этим 

х € — 1

доказано, что lim||x0 — хт\\ — d. 
т 00

Достаточность. Допустим, что в К содержится выпуклое мно
жество Р, не состоящее из одной точки и состоящее лишь из диа

* Согласно обозначению S. Banach’a (Д
837



метральных точек. Пусть d — диаметр Р. Достаточно показать, что в 
Р содержится диаметральная последовательность. Пусть и
точки Xj,x2 $Р выбраны так, что || хг — х2|| > d — г. Полагая, что 
точки {^}3<л уже построены, выберем хп + ^Р так, чтобы
lljn-i- хя + 11| >d — ~ где y„-t ==х» + х» + --- + -уя 

«3 п

Покажем, что построенная таким образом последовательность {хЛ 
является диаметральной. 3

Пусть х = aj xj> aj > 0, a.j = 1, а.р= max (an a2,..., a„),
3 = 1 3 = 1

Легко непосредственно проверить справедливость формул:

Следовательно,

и поэтому

Таким образом, df^d— ъ/п и, значит, 1ітб4 = г/. 
л со

В дальнейшем нам понадобится еще следующее замечание. Если 
при построении диаметральной последовательности число s выбрано 
достаточно малым, то точка x„+i не будет принадлежать наименьше
му линейному многообразию, содержащему точки {хДэ<я. Точки 
{л>}з<л являются поэтому при любом п вершинами симплекса.

Определение 3. Пусть число р обладает тем свойством, что 
в единичной сфере S пространства Е существует конечномерный сим
плекс любой размерности, длины сторон которого как угодно мало 
отличаются от р, а все его точки (как граничные, так и внутренние) 
как угодно близки к границе сферы 5. Обозначим через р0 supremum 
всех чисел р, обладающих указанным свойством, и будем сферу S 
называть р0-г ране ной.

Теорема 2. Если единичная сфера S пространства Е ?0-гранена 
и Ро< 1, то всякое выпуклое ограниченное множество в этом про
странстве имеет нормальную структуру.

Доказательство. Допустим, что выпуклое ограниченное мно
жество Р с Е не имеет нормальной структуры. По теореме 1 в Р 
должна содержаться диаметральная последовательность {%„}. Пусть 
d — диаметр этой последовательности. Рассматривая сферу радиуса d 
с центром в точке хр построенной последовательности и перебирая 
все точки хр (р = 1,2,...), мы убедимся в том, что сфера 5 по край
ней мере 1-гранена.

Конструкция центра выпуклого множества. Пусть в 
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Е* задано ограниченное, выпуклое, трансфинитно-замкнутое множе
ство Д'нормальной структуры. Обозначим через Кг совокупность точек 

для которых sup \\f— <p|KtZ—е. Так как К имеет нормальную

структуру, то множество Кг при достаточно малом г>0 является 
непустым. Выпуклость множества Кг очевидна. Докажем, что Кг транс- 
финитно-замкнуто.

Пусть f0—трансфинитный предел (х) трансфинитной последователь
ности {УД с Кг. Тогда:

foU) —(rf—Д-дГ —е <^К\
lim(л) — (d — s) < inf sup Д(%) — (d — г)<?(%Х В- t В t

sup inf (x) 4- d — e = lim f«(л) + d — e.
t 8 < t 5 '

С другой стороны:
ИтД^Х/о^ХИтДСх) (x$£). 

а #
Отсюда вытекает:

f0{x)~ {d — еХф(%Х/0(х) 4- d — e (|| x X 1, K).
Последнее означает, что sup ||p — f0|X^~ s> т- e- /оЕ^.
Обозначим через s’ точную верхнюю грань чисел е, для которых 

множество Кг является непустым. Пусть {е„} — возрастающая после
довательность положительных чисел и Итея = е'. Множества невоз- 

п —* ОО
растающей последовательности {К } выпуклы, ограничены и транс- п
финитно-замкнуты, следовательно, их пересечение К1 непусто и об
ладает этими же свойствами. Очевидно, что К1 является правильной 
частью К.

Мы строим теперь трансфинитную последовательность множеств 
{Д'8} следующим образом. Если трансфинитный номер & не является 
предельным, то /С8 строится из Д'8-1 так же, как Д'1 было построено 
из К. Если -Д— предельный трансфинитный номер, то полагаем В <|
К 1 — D К'. Все М8 непусты (2) и образуют убывающую трансфинит-

ную последовательность множеств. Так как К имеет определенную 
мощность, то процесс построения К^ обрывается на некотором транс
финитном номере &0 и К ° состоит из одной точки /°. Точку /° мы 
называем центром множества К.

Примечание. Конструкцию центра можно осуществить для лю
бого выпуклого компакта К пространства £ (£ —любое пространство 
типа (В)). Действительно, компакт К не может содержать диаметраль
ной последовательности и поэтому имеет нормальную структуру. 
Компактность К также гарантирует, что все множества Д'8 являются 
непустыми.

Теорема 3. Если К — выпуклое ограниченное множество в Е 
{либо в Е*), обладающее центром, и Ск — совокупность всех изо
метрических отображений К на себя, то центр /° множества К 
является фикспунктом для каждого из этих отображений.

Действительно, легко убедиться в том, что операторы из С к инва
риантны в каждом из множеств Кг и Д'8, участвующих в конструкции 
центра. Следовательно, все операторы из Ск инвариантны в пересече
нии всех Д8, иначе говоря точка/° (центр Д'), является общим фикс
пунктом совокупности Ск.

Определение. Оператор U, действующий в метрическом про
839



странстве К, называется несуживающим, если расстояние между 
образами любых 2 точек не меньше расстояния между самими точками.

Лемма. Пусть К — компактное метрическое пространство, 
К— его замкнутая часть, U — несужающее и непрерывное ото
бражение Кг в К. Если UKt с Кг или UKX Кг, то Кг =

Доказательство. 1) Пусть ІУКг^ Кг, Уо^Кг — 1бКг и е есть 
расстояние от до UKi- Тогда ||jte — z ||>е>0 при всех z^UK^ 
В частности,

\\UP ya-Up + « y0[\>\\y,-W у^ (/>,<?= 1,2,...),
что противоречит компактности К- Этим доказано, что UK = К-

2) Пусть теперь ПКг^Кг и y0£.UKx— Кг- Тогда у0 = UyL, 
Уг^КгС-U Кг, следовательно у, = Uy2, У-^Кг^Е Кг и т. д. Выберем 
ур^Кг так, чт°бы уй — Up ур (р = 1,2,...). Если е есть расстояние от 
Уо до Кг, то s>0 и

Ц^р + 9_У0 —^ЛІІ = \\Up + < у0-ЦР + «ур\\>\\у0—ур\\>г 
(д^=1,2,...).

Последние неравенства противоречат компактности К, следователь
но, иКг = Кг-

Теорема 4. Центр f° выпуклого компакта является общим 
фикспунктом всех непрерывных несужающих отображений К к 
свою часть.

Доказательство. Если U — одно из таких отображений, то по 
первой части леммы UK = К- Пусть хй£Къ и х^К- Тогда (обозначая 
через d диаметр К)

|Щх0 — Нх||>||х0 — x\\^d— е.
Так как UK = К, то отсюда следует, что Ех^Кг- Таким образом' 

UКг с. Кг, и по второй части леммы ЕКг = Кг- Применяя аналогично 
первую и вторую части леммы ко всем множествам, возникающим 
при построении центра, мы получим Е/0—/0.

В заключение отметим, что в конечномерном ограниченном выпук
лом множестве возможна конструкция центра, отличная от предло
женной выше. Именно, пусть Ек— наименьшее линейное многообразие, 
содержащее К. Множество К содержит точки, внутренние относитель
но Ек. При достаточно малом положительном числе е существуют в 
К точки, s-окрестность которых (по отношению к Ек) так/ке принад
лежит К- Совокупность таких точек мы обозначим через Кг и ма
ксимальное среди возможных чисел е обозначим через ev

Легко видеть, что множество ME1 непусто и выпукло. Очевидно 
также, что множество Кг, не является телом относительно Ек- Обо
значим Кг = К. Построим теперь последовательность множеств {Kj}, 
получая каждое последующее из предыдущего таким же образом, как 
Кг было получено из К. Так как при каждом шаге размерность пони
жается, то после конечного числа шагов мы придем к некоторой точке, 
которую и назовем центром (второй конструкции) множества К- Нетруд
но видеть, что центр второй конструкции также является фикспунктом 
для каждого изометрического отображения множества К на себя.
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