
Доклады Академии Наук СССР 
1948. Том LIX, № 4

МАТЕМАТИКА

В. Н. НИКОЛЬСКИЙ

НАИЛУЧШЕЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ И БАЗИС В ПРОСТРАНСТВЕ ФРЕШЕ
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 21 XI1947)

1. В дальнейшем изложении через £ всегда будем обозначать про­
странство типа F с базисом {ип} (х). Посредством ||«|) обозначим 
норму элемента ирЕ.

В силу свойств базиса любой элемент и рЕ единственным образом 
разлагается в ряд

и = (О
z=0

где с^и), і=0, 1, .. ., — комплексные коэффициенты разложения и 
Обозначив

V c^u^s^u), V c^u^R^u), 
г=0 г=п+1

будем называть эти элементы «-й частной суммой, соответственно п-м 
остатком разложения и £ Е.

Условимся называть полиномами линейные комбинации конечного 
числа элементов системы {ип} и полиномиальными дополнениями 
элементы ст £ Е такие, что

ОО

i = k

Определение 1. Полином
= + - ■ --VеnUn

назовем полиномом порядка п, наименее уклоняющимся от и, если

II « — ■%(«)!!= inf \\и~ хйщ—. . .—хпип\\.
х0...........Хп

Полином

будем называть полиномом порядка п, наименее уклоняющимся от 
нуля.
9*
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Определение 2. Полиномиальное дополнение
ОО

*„(«)= 2
i = n + 1

назовем наименее уклоняющимся от и порядка п, если

|| «-*„(«) 11 = inf
4-1,. ..

ОО

«-2
І = п + 1

Определение 3. Мы скажем, что в Е можно ввести метрику, 
эквивалентную исходной, если для элементов и^Е можно опреде­
лить новую норму |«|, удовлетворяющую условию ==0 в

том и только в том случае, когда
Иш 11^11 = 0, v^E. 

п -> ОО
2. Теорема 1. BE можно ввести метрику, эквивалентную 

исходной и обладающую свойствами:
а) для любого и ^Е и п=0, 1, . . . существует, и притом един­

ственный, полином порядка п, наименее уклоняющийся от и;
Ь) этот полином совпадает с п-й частной суммой разложе­

ния и:
^A^s^u), п=0, 1,...

Норму элемента в этой метрике обозначим через ((«((. Метрику, 
обладающую свойствами а) и Ь), назовем Г-метрикой.

Следствие 1. В Т’-метрике теоремы 1 Тп = ип, п=0, 1,... 
(см. определение 1).

Очевидно, что в Т’-метрике

для всех любого натурального п и любой системы чисел
(аь — 1,..., ^n)i a-k — 1 ф 0.

Теорема 2. В Е можно ввести метрику, эквивалентную 
исходной и обладающую свойствами:

а') для любого и€ Е и п=0, 1,. . . существует, и притом един­
ственное, полиномиальное дополнение порядка п, наименее укло­
няющееся от и;

Ь') это полиномиальное дополнение совпадает с п-м остатком 
разложения и:
°Я=О, 1,...

Будем называть метрику со свойствами а') и Ь') /(-метрикой, и 
соответствующую норму элемента ибЕ обозначим ))«)).

Очевидно, что в /(-метрике

если ап +1 Ф= 0.
Назовем канонической метрику, которая одновременно является 

Т-метрикой и /(-метрикой. Соответствующую норму элемента и обо­
значим через ((«)).
640



Очевидно,

если хотя бы одно из чисел ak~\,
Теорема 3. BE можно ввести каноническую метрику, экви­

валентную исходной.
Назовем каноническую метрику совершенной если:
(*) ((^и)) есть монотонно возрастающая функция действительного 

переменного t.
Теорема 4. В Е можно ввести совершенную метрику, экви­

валентную исходной.
3. Пусть G — пространство типа F и {«„} — система его эле­

ментов.
Мы скажем, что метрика пространства G есть слабая Г-метрика 

относительно системы {ип} и обозначим норму элемента и € G через 
(«(, если для любого натурального п и любого т<^п существует 

п
полином порядка т, наименее уклоняющийся от рп— с.и., кото-

i = О т

рый совпадает с V с. и.:
i = О

какова бы ни была система чисел (с0 cj.
В этих терминах теорема 1 допускает обращение:
Теорема 5. Для того чтобы система {ип} была базисом 

пространства G типа Е, необходимо и достаточно, чтобы:
1) система {ип} была полна ( );2
2) в G можно было ввести слабую Т-метрику относительно 

системы {ип}, эквивалентную исходной.
4. Укажем кратко метод доказательства приведенных теорем.
Чтобы доказать теорему 1, введем обозначение:

((«(( = max 
k

k2 II («)«,(!
i = о_______________

k +1

Нетрудно показать, что ((«(( и есть новая норма, требуемая тео­
ремой 1. Основа доказательства заключается в проверке того, что из 
^га £ Е следует lim ((^(( = 0. Это получается с по-

” “^00 п —» 00
мощью леммы.

Лемма. Если vn £ Е, п=0, 1, ... ,и

то
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Она содержится в О) для пространств типа В. Для случая 
странства типа F см., например, (3).

Доказывая теорему 2, обозначаем *
2 п («) ui iffe+j.

про-

))«))== sup

и пользуемся леммой.
Теорему 3 получим, обозначая

k 00 \ \ 1
(O)) = supj(7 V сД«)«г((+)) 2 с»’^ви) ’

Наконец теорему 4 получим, введя в Е сначала метрику, удовле­
творяющую условию (*) (4), и заметив, что при дальнейших преобра­
зованиях свойство, указанное в условии (*), сохраняется.

Обращаясь к теореме 5, покажем сначала, что {ип}> если услов 
теоремы выполнены, является усиленно-линейно независимой систе­
мой (2). Это следует из того, что lim (к.(рп)(=0, если hm (рД—О, 

/=0, 1, . . . , и из неравенства

(Ui (= Г у uk - '2 I< М -1Ы (;
= 0 k = о

п

здесь рп = 2 4"Ч-
i = О

Далее, нетрудно показать, что

с№иВ n=0, 1,...
Г= О

(s (и) есть частная сумма ряда, ассоциированного сив силу усилен­
но-линейной независимости системы {«„}) являются полиномами, наи­
менее уклоняющимися от и.

В силу полноты {ип} отсюда следует сходимость ряда, ассоцииро­
ванного с и, к и. Единственность разложения вытекает из усиленно­
линейной независимости {ип}.

Необходимость условий теоремы 5 следует из теоремы 1.
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