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Пусть ая^>0, п—2, , но не все ап равны нулю. Ф. Карл­
сон (2) установил следующее неравенство: 

(1)

если п2а2<оо, причем / я —точная константа. Г. Харди (2) дал 
два простых доказательства этого неравенства.

Неравенство Карлсона (1) было обобщено Р. Габриэлем (3), кото­
рый показал, что

S<2>
если VB’~'+xaJ<oo, гдер>1ил>0, а

G(p, к)=2р 1---- ^Р^ I
! 2ХГ (—— f 
I \P~1J I

Константа G(p, л)— точная. Неравенство (1) является частным слу­
чаем (2) при р = 2, к=1.

Неравенство (2) имеет интегральный аналог. Пусть /(х')>0 
0<х<оо. Тогда

°? ( ? 1 ( °°
J f(x)dx-^G(p, к) jjx^’-^^x)^} + .(3)

В отличие от неравенства (2) для рядов, в интегральном неравен­
стве (3) знак равенства достигается для некоторых f(x)^ 0.

Можно рассматривать более общую постановку вопроса, а именно: 
при каких р>0, <7^>0, s^>0, t^>0 и действительных лир суще­
ствует такая константа С=С(р, q, s, t, Т, р), что

J /■ (*) с f Хр ~17 z f (х) dx j / Хч - 1 + 4 f (X) dx! 
0 l0 J % J

для всех f (x)^-O? Из соображений однородности относительно f (х) 
сразу следует, что должно выполняться условие ps 4- qt= 1. Далее, 
полагая х=р^, р > 0, и заменяя/(РЕ) на /(Q, заключаем, что должн^ 
также выполняться условие (р — k)s Д- (q 1. Таким образом,
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если р, q, п v заданы, то s и t должны иметь определенные зна­
чения:

5=—^, . (4)
ри. qX р* + q\

У. Катоном (4) и Р. Беллманом (5) было доказано, что если р>\, 
k>Q, !Л>0, т0 действительно имеет место неравенство

СО г
I f(x) dx С\ J хр

о О

№
, fv. + с 00 , pv- + д^

*fp(x)dx\ ( f xql^f4(x)rfx
' 10

Однако наилучшее значение константы С=С(р, q, X, р) было известно 
только в приведенном выше частном случае p = q>\, k=p>0 (не­
равенство (3)).

Наша цель состоит в определении наилучшего значения С(р, q, к, р.) 
в общем случае. Мы докажем следующий результат:

Неравенство (5) имеет место при

где s и t определены соотношениями (4), причем для любых р>\, н 
q>\, л>0, р>0 существуют функции f(x)^0, для которых в 
неравенстве (5) с константой (6) имеет место знак равенства.

Пусть р'=-Н- ч'=^ q'>'- 7+7 =

£ 
Ч

Рассмотрим функцию

РЧ' _р'ч (Г-^-11 8 

J
(7)

где 8 — рр -£ q\ — [л — а>0. В интервале 0<#<1 функция z^ 
непрерывна и строго монотонна. Следовательно, существует одно­
значная непрерывная обратная функция k=k(z\ 0<(г<со. Запишем 
тождество

оо оо р — 1 — X р — 1 — X

$ f(x)dx= J k(yx)x р х р f(x)dx +
0 о

00 ? ■ 'jty Ч1 + tx
+J[1-^(j-.t)]x 4 х 4 f(x)dx, (8)

о

где _у>0 произвольно. Применяя к интегралам в правой части этого 
тождества неравенство Гельдера и полагая

, ОС р , со q
P=\j' x^-^^f^dx] , Q- J + .

’o J lo X 4
> •
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найдем, что
00 р— 1 — X р-1-Х
$ k(yx)x р х р f(x)dx  ̂

о
1

С 20 Р— 1 —X , Р'
< / ^'(ух^х р~' dx\ Р^у р I.P, (9)

О J
00 _ g — 1 + U g — 1 + ti
J [l—#(yx)]x 9 x 9 f(x)dx-^
0

Таким образом, из тождества (8) при
РЧ

_ f qt РР \ри. + ч*
\ ps ltQ )

следует, что
со _ X J1
[f(x)dx^y р I.P + y9 I2Q = (-^-}PS (~Y ^Sl'2‘pPS^9t-
J \ ps J \ qt J
0

Интегралы и /2 выражаются через гамма-функцию. Переходя к пе­
ременной интегрирования k, по (7) и (4) найдем, что 

р 5 *
Zf'=---- \ +

р'рХ +pq'p- J 
О

, А 5 11 __ £____ 1
-J-------- S1-----Ь1-*-' (1— X?)1 * 1 =

p'q^ + pqyj 
о

/ s \ „ f t \ 
Г ----------- Г I-----------

Ps — s — t) —
x -|- ji / s ~l~ A

V —s—i)

и, аналогично,

Подставляя эти выражения для I± п12 в неравенство (П), получим 
неравенство (5) с константой (6).

Покажем теперь что константа (6) является точной. Для этого 
достаточно показать, что в неравенствах (9) и (10) может одновре-
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менно иметь место знак равенства. Неравенство (9) превращается в 
равенство, если

заЛх’-'-ЩЩ (12>

а неравенство (10) превращается в равенство, если
_ 7 — 14-м.

9-1 (13>
Соотношения же (12) и (13) совместны 
^(г) (соотношение (7)), если положить 

имеет место в (5) с константой (6) при

где А и В не зависят от х.
в силу определения функции 

Р"к + д'и-

JL = V рч . Знак равенства 
А

X 1 р-1-Л
Мх р~'

и 1 g-1 + U.

’-‘[1-Ня)]’"1^ 9-1
где м ф> 0 произвольно. _ л __ ,

Функция #(z) выражается в явном виде в случаях q—p, q — Р

Отметим следующий предельный случай неравенства (5). Рассмот­
рим такие /(х)>0, что x~7(x)ti(0, ~), хВД(1М, и подо- 
U при 5>о если /М>5’ “

f (х) = 0 для х>£. В неравенстве
К

ч рц 4-
-1 + * (х) dx

оо

О

ОО

J xp~'~*fp ^dx 
б ч
где С имеет значение (6), мы можем сделать предельный переход Ді +О Г-1+0,так как правая часть этого неравенства является 
непрерывной функцией от р^^ и q^-\. При этом s -ф
(s>0, 7>0) и константа С стремится к единице. Устремляя затем а 
к бесконечности, мы находим неравенство

оо . » 1 х+11 ч Л4-м.

f f{x~)dx< JxVW^
О 0 J l0

если /■(X) 0, в котором знак равенства исключается, так как экстре­
мальная функция перестает существовать. Полученное неравенство 
’“КлА^ показывает, что нерав™ (5) с кон

-Л’< 1
константа (6) уже не является наилучшей.

Соответствующие неравенства для рядов могут быть выведены л - 
бо из полученных интегральных неравенств, либо непосредствен о
применением того же метода. Поступило 
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