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МАТЕМАТИКА

Член-корреспондент АН СССР Л. А. ЛЮСТЕРНИК и В. А. ДИТКИН

ПОСТРОЕНИЕ ПРИБЛИЖЕННЫХ ФОРМУЛ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
КРАТНЫХ ИНТЕГРАЛОВ

Пусть Q — область ^-мерного многообразия Rk в «-мерном евкли­
довом пространстве (xlt х2,..., хп) /(А) —функция точки А
на Q; dv — элемент ^-мерного объема на Q.

Будем рассматривать функционал

(1)

где <р(А)— заданная на Q функция, фиксированная для данного функ­
ционала.

«Кубатурные» формулы дают приближенное значение функционала 
Н) через суммы

т

(2)

где сг — константы, Аг—-точки области Q.
Речь идет о подборе коэффициентов ct и точек А;, при которых 

сумма (2) дает «достаточно хорошее» приближение интеграла (1). 
В качестве меры приближения сумм (2) к интегралу (1) принимаем 
положительное число s такое, что для произвольного полинома 
Р(хг, х2> ..., х„) степени =Cs I (Р) = J (Р), Или (если точки имеют 
координаты хи, х21,..., xni)

Xv...,xn)dv= У С.х^х^. . . х^ (3) 
і = 1

при всех целых неотрицательных Д, Д,... ,kn, для которых ДДДД. • • 
-.. Д Д Дх.

Пусть Dlf D2,...,Dn— операторы частного дифференцирования: 
D-, = д/дХ(, 1= 1,2,..., п. Тогда

f w , х,, . . .X. )-f (х, + X, , х, + X, , . . . , X, + «J.

Сокращенно будем писать (х, D) = xiD1 Д x2D2 Д ... Д х Д, 
и аналогично Д, D) = хи D. Д x2i D2 + ... +xni Dn. Тогда

[Й'ДІ e(x'D} ? ^1’ ■ ■ • >л»)(Д. =

Д + Д’ • • • > Д + Д) ? (Д, Д, dv.
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Аналогично

2 с. е{х ’D)f(x\,x2,...,xn)= V с. / (х\ + хи, л2 + x2i, ...,хп xni).

Если формула
т

Q* i = 1
(4)

верна для случая, когда f есть произвольный полином степени <s, 
то оператор

'1?

т
., х^ dv — V с, е^1 ’ °) (5)

обращает в нуль все полиномы степени -<5. Разлагая разность (5) 
по степеням D2> ..., Dn, получим:

U = ак k ... k /4,1Dk-12 n 1 
kikf-kn

■

Следовательно, для того чтобы оператор U обращал в нуль все 
полиномы степени ^5, необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты 
akik;t. ,.kn = 0 при + • • • + < «•

Таким образом, для того чтобы, кубатурная формула (4) была 
верна для всех полиномов степени ^s, необходимо и достаточно, 
чтобы все коэффициенты dk1ki...kn при + А> + • • • + kn 
в разложении оператора U по степеням Dlt D2,..., Dn равнялись 
нулю.

Это обстоятельство весьма просто получается при другом истол­
ковании формулы (4); именно, будем считать Dlt D2,..., Dn произ­
вольными множителями. Тогда

exnDn = у zyiy ■ Dnn

Выражение U (см. (4)) есть функция параметров Dlt D2,..., Dn и, 
очевидно,

,, х? ■ • ■ ^л” г с С A * / \ j

\kT--kn ■ Kn- Q

— V c.x^ x2?... xke .
i=\

Отсюда:
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Таким образом, обращение в нуль всех коэффициентов k 
+ £2 + - ■ • + означает верность формулы (5) для всех много­

членов степени +
Эти элементарные соображения полезны при выводе кубатурных 

формул. Найдем, например, такую формулу для интеграла

1 А0
— j j f (х, у) е dx dy.

Здесь оператор 
4-о° +«

exD,+yDt y’rfxdy— у c,eXiD1+yiDi.
/=1

Но
. +=о

— j ( qxD^vD. х' у' (jx(ly== ei^i4^ 

---ОС - ОО

= 1 + -у- + V + (D? + 2D? 1 + • • ■ ’ <6)

где A = Ь\ + Di — оператор Лапласа.
Теперь Сдедует ^добрать точка A^x^yj и числа сг так, чтобы 

V сух1 у> 2 в своем разложении по степеням Dx и D2 имела первые 

члены, совпадающие с первыми членами ряда (6). Например, распо­
лагая точки А; в вершинах квадрата А^р, 0); Аа(—р, 0), А2(0, р) и 
А (°, —р), имеем, в силу симметрии, с^с (/ = ], 2. 3, 4), и поэтому

U=e*l4 — с (е^ + + е 2с ch (yD^ — 2сch (р£>2)=

। + + I еНд, °L
1 4 1 4 32 16 ' 32 "’

... -4с cp\D2{^ Ь1) - ( D4. + D^,) ...,
3

откуда 4с=1, ср2 —1/4; поэтому с = 1/4, р=1. 
Следовательно, кубатурная формула

y‘dxdy=^ [/(1,0)4-/-(О, 1)+Г(-1,0)+/(0, 1)1

верна для всех полиномов степени <^3. Нетрудно привести и более 
точные формулы. Например, если А±, А2,..., А8 и +, В2,..., Bs — 
вершины правильных восьмиугольников, радиусы описанных окруж­
ностей которых соответственно равны 2- ]/2 и 2 4 К2, то спра­
ведлива формула

+со 4-го

i \f(x, у)е~х'~>л dxdy= J +±+
J J 16V2
—ОО —ОО

/(A;) + -X^l
16 4 2

8

У /(+),

точная для всех многочленов от х, у степени не выше 7.
2*
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Нетрудно привести примеры и еще более совершенных формул. 
Авторами получены аналогичные формулы и для других областей 
(площадь круга, трехмерный шар, правильные многоугольники).

Математический институт 
им. В. А. Стеклова 
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