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УДАР ЦИЛИНДРА О ПОВЕРХНОСТЬ СРЕДЫ, МЕХАНИЧЕСКИЕ 
СВОЙСТВА КОТОРОЙ МЕНЯЮТСЯ ВО ВРЕМЕНИ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 3V1948)

■. Абсолютно жесткий прямой круговой цилиндр ударяется тор­
цевой плоскостью о поверхность среды, механические свойства кото­
рой меняются во времени, с начальной скоростью v0. Силой тяжести 
пренебрегаем. Предполагается, что цилиндр свободно скользит по 
поверхности среды. Требуется определить смещения и напряжения в 
подставке, а также силу сопротивления удару.

Смещение q (t) цилиндра определяется из уравнения

mq (f)=F(q,t), 0}
где F (q, t) полная сила сопротивления среды погружению цилиндра 
действующая со стороны среды на цилиндр.

Начальные условия: 9(0)=0, ^(0)=^. (2)

Материал подставки подчиняется закону связывающему величины 
напряжений, деформаций и времени:

+ $ [?(Л т)6(т) + 2ф(А т)е;г(т)]^, (3>
о

= - 5 Ф(А (4).

о

где у —мгновенные коэффициенты Ламе, ?(/, т) и ф (7, т) — функции
воздействия, 0 = £ц е22 -ф- £33. Компоненты тензора напряжений 

и тензора деформаций еп, суть функции х, у, z и t.
подставка занимает все полупространство z^>0. Начало координат 

находится в центре нижней поверхности цилиндра, оси х и у направ­
лены вдоль поверхности подставки, a z перпендикулярно ей вниз.

Задача сводится к нахождению решения уравнения

(X + у) grad 6 (/) + у и [9 (ф т) -ф ф (/, тф grad 6 (т) +
О

4- т)Ла(т);Л=0, (5).
удовлетворяющего граничным условиям:

при г=0 ^ + ^.=0, ф+^+0; (6)
дх dz dz ду 4 '

25



при г = 0 и +

хе 4-2g+ ^т=о;
0

при z—0 и х~ 4~ у2<4 a? zu = qR). (8)
по о?ям r v’ S Р смещения! w —его составляющие
йййтпп^ *’ z' а-радиус цилиндра. Смещение цилиндра q (f) удо­влетворяет уравнению (1) и начальным условиям (2). Принимая У

и т>х 4- z дФ/дх, v— -[- z дФ/ду, w = <p3z дФ/dz, (9) 

где <р2, ср3, ф — гармонические функции, находим что уоавнение и граничные условия будут удовлетворены, если уравнение (5)

?1 = - 7^) 7 |? + 4^ J Q & S) q J ~~~ А M ™ d a,, ;

о о
?2 получается из заменой x на у;

ОО
2£ Г sin (яа)

J а
О

ЛМе а^а Ф------^(А5)?3(5)^]
О

(Ю)
Q (t, s) = Q3 (/, s) л>3 (Д s) 4. 4 q3

S

Q3 (Л s)=Q2 (Л s) - (t, s) 4- J Rx (t, T) Q2 (t, s) dr,
s

Qy (t, .4—-ф^^ + з.р R,s) 
x + 3;л Q2 (t, s) = JL<M_+1(^)

Z -|-ii

где Ry (t, s) и Rs (t, s) — резольвенты ядер Qj (/, s) и 
Выражение для объемного расширения будет:

Q3 (Л 4л 4" и

е=—X + 2ц
~{RR,s)^ds]

dz J ' dz 1
О

(И)

где К (t,«)=Q s) + Qi s) _ Л±і JQi T) q (Tr S)

s

s) = Qi(/> s)~R.y(t, S)4- ^з(Л x)qi(X; 5)Л;

r^e ^2(^, s) - резольвента ядра Q2(t, s).
Сила F, действующая co стороны среды на цилиндр, будет

о
(12)
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где
t

Р (t, s) = Q2 {ty s) — (Л s) — ф (/, t) Q (t, s)
5

Для определения ?(/) подставим в (1) вместо Л выражение (12):

"W) + *f<7(0- £p^,s)?(s)rfsl=0, где +
L 0J J •

Пользуясь методом, примененным нами в статье (2), найдем оеше 
ние уравнения (13), удовлетворяющее начальным условиям (2): Р

j (14
о

t t
где Ц7(Л т)=/ - т - J (/ - ) N (5, г) ds, = x)

о

N {t, х) — резольвента ядра
t

Р^’ s^s~^ds
Принимая во внимание (10), получим, согласно (9), формулы для 

И С помощью Формул (3) и (4) и выражения 
Д я и из (11), получим формулы для компонентов напряжений. Пои 
этом, надлежит всюду вместо q подставить его выражение из (14)

Формулы для смещений и напряжений будут:

где т)+

0
t

+ (W,x)-^^,s)U7(s,t)^ (z = 1> 2j 3j 4> 5)(

oo

Ai= $ Hr ~ z]sin a (ar) e

0

~ И z]sin e az 

0 

co

^3=-^y-+^ sin(aa)}0^г)е~лгda.,
0

M2 dAi ,
Tr-------’ Ф1 т)’ ф2 (t,

t
ф, (Л t)= - Ф (Л S) ^- + Г О (Л т) - 1 f Q (s, т) Л] 2^ + 

or L J J dr
p oo

+ [},/< (/, t) — J ? (t, s) К (s, T) ds + ? (t, t)] j k sin (az) Jo (ar) e~ “ da, 
0
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А получается из Л3 заменой дА^дг на dAJdz, а Ф,(/ т) из ФЛ/ т 
заменой дВ^дг на - dB2ldz, И ’ з( ’

5) Q (5> ds.
' 4 г d /т

ОО

5i=---- sin(aa) Jx(ar) e~az di,
О

со

Вг~г(к A i2) j sin(aa) Jo(ar) e~az di. 
о

2. Пусть ?(Лт)^0, фАт)=аСв-р(/-Ч Здесь G = ^-мгновенный 
модуль сдвига, a—G2/Gt2, Р — 1/т2, где т2 — время релаксации, О2 —де- 
™Ц„°оНЫИ М°^УЛЬ СДВИГа; G2 = G—G1( где ^-обрати­
мая вязкость, Gx — статический модуль сдвига.

В рассматриваемом случае материал подставки представляет собой 
упруго-вязкую среду с обратимой сдвиговой текучестью X (по Я И 
Френкелю (3)). Уравнение (13) примет вид:

t
ти - j (Т1 е- е« ~ « + Ts е~ в,«-.)) q (s) л]=0> (15)

где р =^ — a 4-----—— - _а(Х + 2G) _ ______ ах2_____
х+20’ 1 2(X4~G) 2 2(Х + G)(X 4-2G) ’

Решение уравнения (15), удовлетворяющее начальным условиям (2):

^(Ю= 2 (16)

где г} определяется из уравнения

r4+ axr3 + a2r2 A a3r + а4=0, (17)
где а^ + Рр а2 = рр1+^, йз = ^Г2(в-а)+] 

т т L ' X 4- G J
«4 = — (Р - a) fp - а 4------ .

т \ X + G /

Все коэффициенты уравнения (17) положительны, поэтому оно 
не будет иметь положительных корней. Глубина погружения ци­
линдра q будет с течением времени убывать колебательно или чисто 
апериодически. Сила сопротивления удару:

х + 2G А 3 4- г. ?1 + г. )
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