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МАТЕМАТИКА

М. Ф. ТИМАН

ОБ АБЕЛЕВОЙ СУММИРУЕМОСТИ ДВОЙНЫХ РЯДОВ

(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым 1IV1948)

В этой работе устанавливается одна теорема о двойных степен­
ных рядах, отдельными частными случаями которой являются резуль- 
^ты работ (х,2). В частности, из нее будет следовать, что в (2) усло­
вия теоремы не являются существенными и могут быть значительно 
Ослаблены.

ОО ОО

I Пусть двойной числовой ряд S 2 п суммируем методом 
т = 0 п = 0

(С, а, р) (а>—1, |3>—1) к числу S, т. е. пусть

lim ^0=5, (1)
т; —> ооП -> ОО

где
еа, 3и

Л И определяются из формальных соотношений:

т = 0 /2 = 0
2^лт = (1 —х)“ 

т = 0

V V п п
Zj т,п У 

т=0п=0___________  

(1—у)^1

Тогда имеет место следующая теорема: 
гл оо

Теорема 1. Если, кроме (1), ряд У V Um, п удовлетворяет 
т = 0п=0 

условиям
^ ^ = 0 (mPi-1) при т^оо для любого фиксированного п\
Зт, л ~° (я“+!) при п-^ос для любого фиксированного т, 

то двойной степенной ряд

Ф(х,у^=^ S Um’пХтуП 
т =0 /2 = 0 

для !х|<Д, |у/К1 абсолютно сходится и

f(x,y)=S,

(5)

(6)
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где (х, известное обозначение того, что при х,у-^1 выпол­
няется условие

(W). (7)

При этом ни в одном из условий (4) о не может быть заме­
нено на О.

Доказательство. Из условий (1) и (4) следует существование 
такой константы К, что Ст, л <7 КА^А^\ Поэтому из соотношения 

т п
ит,п = ^ An~T2SijH (2), в силу известных свойств чисел

І = 0 j = О

Лт (3)> находим, что 
т п

\Um,n\^K^ 2 I• (8)
i = 0 2 = 0

Но так как | | < если а + р > — 1, и
1 = 0

V [ Am^At^^ | А7, если а р •< — 1, то из (8) следует, что в пер-
= 0
вом случае | Um, п | < МАхт+&+1 Д“+3+1, а во втором случае | Um, „ | < Afr 
А отсюда следует, что в обоих случаях при I х | < 1, |j/|< 1 ряд (5) 
абсолютно сходится.

В силу этого

У Um,nxmy-S^ 
т = 0и=0

=(1 - х)“+1(1 1 ^A^^n~S)xmyn. (9)

т = 0 л = 0

Согласно (1), каково бы ни было s>0, можно указать такое 
натуральное число N, что для всех т"у> N, п> N | с“> ₽ — S | О / 4. 
Имея это в виду, из равенства (9) получим

п = 0т — 0

S)xmyn+ (1~х)“+1(1-^+1

+ (1 -х)а+!(1-^)е+І

V 2 А^п^п
т = 0 n = 7V-|-l

co N
АтАп (бщ, п >S) X у

+(\-Ху+\1-у)&+і
т n=NA-l

V XAfeA-5)xV.(10)

Очевидно, что четвертое слагаемое в правой части (10) остается 
меньше е/4, а первое слагаемое может быть сделано меньше еД4
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при х->1 и v-M. В силу (7) и второго из условий (4) для

(1 — (1 — у^+} 2 A^n^n-S)xmyn 
n = Nt+l

-уу+^ 2 Ла+₽+У+ I 5 I (1-х)«+Ч (И)
п=ЛГ,+1

При соответствующем выборе и л-»1 правая часть (И)
будет меньше s/8^; кроме того, для у, достаточно близких к еди­
нице,

Х“+’ (1 — _у)а+0+2
л\
V Д“д3/'бт“’3[^т, п 

a^N+1
5) хтуп е

87V

Таким образом, второе слагаемое в правой части JO) будет мень­
ше s / 4. На этом же основании при соответствующих х, у"

(1 - лун-1 (1 — j/^+>
со N

2 2 хтуп < ±.
т = Х+1п = 0 4

Следовательно, | /(х, у)—S | <е для достаточно близких к еди­
нице х и у, удовлетворяющих условию (7), т. е. имеет место (6).

Остается показать, что теорема теряет силу, если в условиях (4) 
о заменить на О. Для этого достаточно взять ряд, у которого 
Um,n—АтХ 2Л“. Из соотношения

т п

5Д« = 2 2 А^А^иц (12)
1=0 j=0

находим, что = л„+3+1 при /и=0 и £У„=0, когда т>0. Поэто­
му = Ап+?^} / Ап при т—0 и <Тт,л=0, когда т>0.

Очевидно, что 0%^== О (па+г) при любом фиксированном т и
Д1,л = 0(трн) при любом фиксированном п.

Кроме того, lim с„Д=0, однако
т -> -о 
п -> оо

f(x,y)= 2 2 Um,nxmyn = 2 2 А-пГ^х”^ 
т=0л=0 т=0л=0

а+1 
1 — X \ 
1-у)

и f (х, у) при (х,_у).-> 1 не стремится ни к какому пределу.
Следующий пример показывает, что при выполнении условий (1) 

и (4) теорема может не иметь места при произвольном стремле­
нии х и у к 1. Пусть Um,n=Am^Ап~х Д- ‘Ап^2. Тогда, соглас­
но (12), 5т,3„ = 0 при /п>0, п>0; 5т,л = Лл+3, когда т=0; Sm,n= 
— А^^, когда п = 0. Легко убедиться в выполнении условий (1), (4); 
вместе с тем:

СО ср ОО ОО

f(x,y}= 2 2 А^А^хУЧ 2 2 А^Ап^2хтуп=
т—0л=0 т=0 п—0

,, ч/1—х\« I ,, . у\3

+(1-^(гД) •
и при произвольном стремлении х, у к единице, когда а2-|-р2Д0, 
/ (х, у) предела не имеет.
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Соответствующий пример при а = 0=О имеется в (J). 
При а = р=1 в (2) устанавливается, что из условий

1) •$;/ т, п 1т со
п со

2) нН 1^<ЛЛ; 3) firn \^<Вт
ГП —> СО tn -1 1 п —> СО П -|- 1

следует (6). Очевидно, что из этих условий всегда следует выпол­
нение условий (1) и (4) (а=₽ = 1). Приводимый ниже пример показы­
вает, что из условий (1) и (4) не вытекают условия 1), 2), 3).

Пусть Um,n=0, когда т>2, п=0, 1, 2,..., Uln=—2U0n, 
Uin=UOn

I О /г^2г-1, п^2\ л=0,
иОп = Цп^ I)2 п=2г—1,

| — п2 п=2\ г=0, 1, 2, . . .

Легко видеть, что Sm.n=0, когда т>1, и Sln=— SOn, а

о _ ( 0 п=/-2‘—1, п—0,
^0, п — {

1(п+1)2 «=2*—1, г=0, 1,2, ...,
откуда следует, что оМ п----- > 0. Кроме того,

’ т —> со
и -> со

1/(^)1= 2 У,^т.пХтуп = (1~х)2
т =0 п — 0

= 4j(l -л)2(1—_у)(1 +4У + 42у + 4зу4_|_- . .)<4_у(1 -х)2 -Ь .
1 ~У

Поэтому f(x, у)^J. Однако очевидно, что условие 3) не выпол­

няется, в то время как имеют место условия (4).
Имеет место также следующая теорема: 

со со
Теорема 2. Если кроме (1) ряд ^ит,п удовлетворяет усло-

т = 0 п=0 
виям

ат?п о^т^1) при т-^оо для любого фиксированного п;
при п-^оа для любого фиксированного т, )

то двойной степенной ряд (5) для |х;<Ь I.У|<1 абсолютно схо-

lim f{x,y)=s, 
(х, у)^ I

где (x, 1 обозначает, что при х, у-+1 выполняется условие

1
х (1 —

При этом ни в одном из условий (4') о не может 
на О.
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