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МЕТРИКО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА 
ГИПЕРПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 1 IV 1948)

Гиперповерхности второго порядка (гиперквадрики) могут быть 
охарактеризованы своими метрико-дифференциальными свойствами 
Тензорный признак гиперквадрик, приведенный ниже, непосредственно 
связан с этими свойствами.

Пусть 
nd2r = n^durdu?ds2 = dr 2 = g^du^du^,

пве гауссовы фундаментальные формы гиперповерхности ъп , в п-мер- 
S евклядавом пространстве При проективном преобразовании 
Еп тензор

о___ ___ Kw + Kj^+Kw к = DetH^-J, 
bijk —I * ’ Det || gy II

получает скалярный множитель, зависящий от точки и от параметров 
преобразования. Обращаясь в нуль на гипосфере, тензор вместе 
с Ртем тождественно равен нулю на всякой невырождающеися гипер 

КВаОбратное предложение (гиперповерхность, удовлетворяющая условию 
о _Р0 есть гиперквадрик получим, выбирая линии кривизны 
гиперповерхности за параметрические и интегрируя в этой системе 
координат уравнения Кодацци - Гаусса совместно с условием U 
что приводит к следующей (характерной для гиперквадрики) форме 
линейного элемента 

п-1

ds2 = 2
1=1

du2 pj — tij

где P(u{) — полином относительно и, степени п со старшим коэф
фициентом (— 1)" *.

Существование системы координат, в которой линии кривизны 
являются параметрическими (т. е. нормальность гиперповерхности), 
вытекает из условия = 0. Действительно, дифференцируя кова- 
риантно уравнение

Det || к' — II = 0 (^ = g^aj),
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которому удовлетворяют главные кривизны, и замечая, что равенство 
= 0 эквивалентно

•Si * = ■

после некоторых преобразований получим

. . an+l д?, где ? = In —— , <Р,- = — •

Отсюда следует, что линии кривизны гиперквадрики допускают 
ортогональные (я— 2)-мерные поверхности, и эти последние суть по
верхности уровня функций

где а — соответствующая главная кривизна и К равно произведению 
главных кривизн. Обратно, гиперповерхность, обладающая указанным 
свойством, удовлетворяет условию = 0 и, следовательно, является 
гиперквадрикой.

В тесной связи с предыдущим находится предложение:
Вдоль линии кривизны гиперповерхности второго порядка соответ

ствующая главная кривизна пропорциональна кубу каждой из остальных 
главных кривизн, а эти последние друг другу пропорциональны. 
Обратно, нормальная гиперповерхность, обладающая этим свойством, 
есть гиперквадрика.
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