
Доклады Академии Наук СССР 
1947. Том LV1II, № 9
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ОБ ОТРАЖЕНИИ ЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ В ТРУБЕ 
ОТ ОТКРЫТОГО КОНЦА

(Представлено академиком М. А. Леонтовичем 10 IX 1947)

Звуковые колебания в трубах, открытых с одного конца, были 
теоретически исследованы еще Гельмгольцем (’) и Рэлеем ( ). Труд
ность этой задачи связана с необходимостью учета дифракционного 
эффекта на отверстии трубы, так как волна, распространяющаяся в 
трубе по направлению к открытому концу, излучает отражаясь часть 
своей энергии в пространство. Для облегчения анализа указанными 
авторами были сделаны некоторые искусственные допущения (в частно
сти, предполагалось, что труба оканчивается бесконечным плоским 
фланцем), не соответствующие действительности и ставящие под 
сомнение количественную применимость полученных ими результаюв 
в обычных случаях. Оказывается, однако, что дифракционные задачи 
такого типа могут быть решены вполне строго. При этом вычисляет
ся, в частности, и (комплексный) коэффициент отражения от откры
того конца.

Введем цилиндрическую систему координат г, у, z и будем счи- 
тать, что бесконечно тонкая стенка трубы находится при г = «, г - О 
(полубесконечная труба). Беря зависимость от времени в форме е 
и ограничиваясь волнами, симметричными относительно ®, мы должны 
интегрировать волновое уравнение для потенциала скоростей Ф:

1 д(-Н2Ф=0 (1)
г дг\ дг) ' dz*

(h = ы/с, с — скорость звука) при граничном условии

дФ/дг—О при г—а, г>0. (2)

Уравнение (1) допускает такое частное решение:

О)

Здесь Ja и Ho = Ho} — функции Бесселя и Ханкеля; в фигурной 
скобке верхнюю строку следует брать при г О, а нижнюю при 
г>а, и ______

v—У fA-w2, (4)
Из (3) следует, что

Ф(а4-0, z, w)—Ф(а —О, z, w)=4kE (w) e!wz, (5)
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a o'®,dr при r~a непрерывна, 
частных решений (3) Будем искать такую суперпозицию

Ф (г, г) = Ф (г, z, w) dm, (6)

чтоб^і6 в плоскости комплексного переменного w,
$ункция ФМ была непрерывна при г=а, г<0- 2) удо

влетворялось условие (2). Требование 1 приводит к такому соотно
шению ДЛЯ искомой функции (F®): * соотно

P^dw^Q при г<0,
С (П

а требование 2 дает

где

$ е1™ vY (®) F dwyiw = 0 при г > 0, 
С (8)

Y (®) = ^zz (va). (9)
СНаЧЭЛа Im *>°- ТогДа РазРезы функции Y(w) в 

5 (4) расположены, как показано на рисунке, и на них находятся
корни уравнения (w) =0 (w0 — 
&wi> w2,... на разрезе # zoo и 
~ wo = — —wlt — w2,... на разре
зе — £ — zoo), дающие волновые чис
ла волн, могущих существовать внут
ри ^бесконечной трубы. Если внутри 
трубы на открытый конец набегает 
„основная" волна с волновым чис
лом ТО для Ф внутри трубы 
можно написать

Ф(г,г) = Ле-Мг4-Ф(/-, г), (1°)
Р ИС 1 где первое слагаемое при z-> ф-оо не- 

, ограниченно возрастает (так как
Т « 3 второе слагаемое, представляющее действие конца трубы

на набегающую волну (первое слагаемое), при г-»-+-оо стремится к 
нулю и может быть разложено в интеграл Фурье. Поэтому слепчет 
выбрать контур С так, как показано на рисунке.
/ из функциональных уравнений (7) и (8) сводится
/?Р> т ^ли к Разбиению функции Y(w) вполосе — ^<1т®</> 
(^ < 1т Л), где она голоморфна, 1

T(w) = Y1 (w)Y3 (w) (Н)
на множители Чф 
при Imw>— 
Так как Ффда)-» 1

и таки5> что голоморфна и не имеет нулей 
а Ф 2 (w) обладает теми же свойствами при
при |wl->oo, то Тф и Т, определяются формулами

---  4" ОО

In 4^)=— f ^(w)dw 
J w — и— iki — co 

причем

ikr 4- oo

1пТ2(ц)=-± V z12)
2 ~i J w — и v ' 

ik1 ---  00

T’l («) = ф’2 (- ul (13)
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Дифференцируя по а, деформируя путь интегрирования для Т2 
наверх так, чтобы он охватил разрез ^^гоо, используя соотношение 
обхода для функции Ханкеля и вычисляя вычеты, получим:

d in Ч’г(ц) _ 1 , УЧ 1 г 1 Г dQ dw 1 П4)
dir 2(ti —k) 1 ^\u — wm 1 -л J dw w—ub v '

tn = 1 v 1,1 W Jm—1

где интеграл берется по нижней стороне разреза (^>0) и

Q (х) = arg (х) = arctg (15)

есть непрерывно изменяющаяся фаза функции Ханкеля. Интегрирова
нием по частям преобразуем (14) к виду

W 
оо т

г/ In Та(«) 1 С со (va) dw
du 2 (u—k) 1 г. Лш» du J w — и 

m = 1 Wm-1
где

<o(x)=arctg[ ——^1, 0О(х)О (17)
L Ai (AjJ

•есть функция, терпящая разрыв в точках, где /1(х)=0. Интегрируя (16) 
и используя (11) и (13), получаем

T^w)—У И ^va) J м;

T2(w) = K r.a^ — wTHdvaWvaj , (18)
где 

Zoo
л( ! Г.М* (19)

Г. J U2 — W2 
k

причем интегрирование производится по нижней стороне разреза 
Зная и Y2, -можно написать решение уравнений (7) и (8)

в виде:
Р = _______ g__ ____ = ; (20)

' ’ (w-rk)V k-w W2(W) W (w) 1 k 4- W

тогда функция R (w) будет голоморфна выше С (включая С) и убывать 
здесь при | w Н 00 как l/w/®, а функция иЧ»/7^) -будет голо
морфна* ниже С (включая С) и убывать здесь при |w|->oo как 

l/K®, и уравнения 17) и (8) удовлетворятся. Постоянная В в (20) 
пропорциональна постоянной А в (10).

Полученное выражение Ф при г<< а, г>0 имеет вид (10); Ф рас- 
издастся нз сумму волн, бегущих в нзпрзвлении положительных 
при 3,832 все эти волны быстро затухают, за исключением волны 
-с волновым числом k и амплитудой AReih^, где R — коэффициент 
отражения основной волны — равен

(21)

В этом окончательном выражении можно перейти к пределу Im ^ = С. 
Для абсолютной величины | R ’ коэффициента отражения имеем
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IRI = , ReM Д) =— 2 ba C- ) dy
Я J k2a2-yi (22)

трубы с открытым °котщоиЫПриЛ затухания колебаний
р 1 1 можно считать ы(х)^кх2/4
2 (£а) . Для фазы 0 коэффициента отражения имеем:

6 = Im Ж(£) = 2 Да \ Т^У^З^^У
~ ■' 62а2+у2 ‘ ‘ (23)

частности, смещение пучтостей давления нУІас"^ В“УТРИ ТрУбЫ’ В 
лению к концу; а есть поппчнк? о расстояние а по направ- 
собственные частоты пилинппиирр Э ОТКРЫТЫИ конец", определяющая 
конца. При этом ЦИЛИНДРических резонаторов, открытых с одного

2£а = 0.
При Ьа<^\ из (23) получаем

(24)

=0,613; (25)о

таблицами функции Q(x) 
отношения и/й близкокЗлА^ значение (25) для
- н новые олы-
ретически в старых тбптЯУ л и U’82, полученных тео-

Полученные выше Формулы я Р^дполагаюЩих наличие фланца, 
любых Ьа, а также характЛигтАЮТ возможн°сть вычислить R при

Идея примененного здесь₽ метощ”^к^ючает3 открытого конца.
к интегральному уравнению 2Д^ закл1°чается в сведении задачи 
двойного слоя, расположенного нЯЛппН°СТН оообщенного потенциала 
конечно тонкой) стенкой Интепп\ьмпТРХН^^^ совпадающей с (бес- 
полубесконечной трубы, принадлежит к У£а„НеНИе’ полУчающееся для 
литературе (теория его дана Rnweno К v ’ХОР°ШО изученному в точки зрения-^окомРн Т^ «с бо^е общей
функция F(W) еСть в сущности Д Jo ква^атУРах. Введенная выше 
слоя (ср. формулу (5))У а уравнениГ(7ЛХУиРЬе ПЛ°ТН0Ста 
интегральному уравнению АмлопшЛ, ? эквивалентно упомянутому 
ние других задач Аналогичным путем можно получить реше-
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