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ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ЛАПЛАСА — ЛЯПУНОВА 
ДЛЯ СИНГУЛЯРНОЙ ЦЕПИ МАРКОВА

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 9 IX 1947)

1. В настоящей заметке устанавливаются три результата о прило
жимости предельной теоремы Лапласа — Ляпунова к суммам случай
ных величин, связанных в цепь Маркова. Доказательство их произво
дится с помощью метода акад. С. Н. Бернштейна, развитого в его 
теперь классической, работе (1).

Пусть рассматривается последовательность случайных величин х, 
связанных в цепь Маркова. Предполагая, что число К возможных 
значении а1 , а2 , . . . , каждой из величин xh конечно, через 

будем обозначать вероятности перехода, т. е. вероятности равен
ства xh=a^ при предположении, что xh-\=adl~^.

Мы считаем, вслед за С. Н. Бернштейном, что рассматриваемые 
нами законы распределения вероятностей величин xh зависят кроме 
номера случайной величины xh, также еще и от числа п слагаемых 

суммы sn — X xh. Мы говорим, что к s„ — У xk приложима пре- 

дельная теорема Лапласа— Ляпунова, если при п-^оа

р( І V-L V e'^dt
\h=\ J V 'ІТ. J

— oo

равномерно в каждом конечном интервале |^|< Т\ здесь ah=M.o. xh, 
(п \

(xh~ аА I , Р(. . —вероятность неравенства, указан

ного в скобках.
2. Будем основываться на следующей общей теореме, с небольшим 

видоизменением принадлежащей С. Н. Бернштейну.п
Георема*  Пусть sn— У xh—сумма зависимых величин, 

h—i
обладающих свойствами:

1) B^u.o.s^MtP, где k>V2, м.о.хл=0, /W=const;
2) каковы бы ни были уже известные значения некоторых ве

личин xh, можно указать такие числа Lq, что для матема-

* См. (’), 14 §, теорема С.
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тическое ожидание \х^\г где q~ 
тается меньше Ly, ' ' '

3) если, кроме того, i_ ЬН-п9
<e n\ [M.o.’xix^x^.., 
малое положительное 
~ПУ> когда j — k^n9.

какое угодно целое число, ос.

х,^* ~ z‘ >2Г’ mo I M. o.' xj <

t x. не превышает

При этих условиях ппедр пкиллпредельная теорема приложима к сумме

ожидания Z, вычисленного ~
Отличие от формулйровкйЛіан^ Условиях.

том, что он требует неравенства |м 0 ' у Л БлеРнштейном, состоит в 
xk при i~k>n9 nk~i>n9. Мы’тоеб™ ’КаК0вы бы ™ были 
неравенства только при / — а Р °У выполнения указанного 
условие относительно м.о.'ххх’ BB0£HM> взамен этого, новое 
™к?Й Р0ЛИ в “У™' разбираемом-с" Н К 0TЛ™e• “е игРа«>«ее 
личины xh принимают только по И БеРНШтейном, когда ве- 
ственным для общего случая котопХ Значения> оказывается cyrnt 
формулироваин теоремьг, данное С ИДТе^есует нас- Доказательство 
дословно. AdHHOe С. Н. Бернштейном, сохраняется

п> если только р<^ 2\ —

п3- Теорема 1. Пусть о _=
°" ' Xh сУмма величин, связанных в

цепь Маркова (м. о х =т
^\хн принимает только 1сонечнар,Х выполнены условия: 

пении а^, возможных зна-
] Н 4 h Удовлетворяющих неравенству

где У а^ и

kh^ ’

kh

= const;

/7 ‘ ’ л каковы бы ни были хь и z?\o /л Pfu №усмиях предемная

заме™м,™
/21 й доказано с. Н. Бернштейном в работе

~ <лр“

Пользуясь известным рассуждением Маркова без тпчпя л
в том, что | м. о.' хJ < н f 1 - —V / _ з ’ РУ Убеждаемся 

\ 2М) п н изменение м. о.'Ху.г^хд. . у,.
не превышает Н е~п"

каковы бы ни были xk i_ постоянное число, 
м.о. х^^х^^.х если добавлено еще^словте/ ^=Tc«nst/ Оценка 

ше условие lx — z>n?j выполняет-

a если

дис-

ся так:
М. О.' (X- X v \ /гk ' л^. . . .Х^м. о/[xz м. о.' (х .
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— м. o.'xz м. о. (х1г.. xls) 4- м. о.' xt м. о. (х^. .. xz) =
= м. о. [xz (м. О. (х,. . . Х^) — М. о.' {Хц. . . X, ))] м. о.' xt м. о. {Xi. . X, ) 

Поэтому

lM.o.'(xzxZj...xi4K

<4 | М. О. Хг [м. О. (х^. . . Х^) М. О. (х^. . . Х^\ ] 4- I м. О.’ Xi М. О.(х; .. . Xz )|^ 
Л£ 1 f

< 4+1 е ~л* 4- £f e-”s < Ц е^'

(при любом г’ <г, для больших п), что завершает доказательство 
нашей теоремы, так как требуемое еще неравенство р< —~ 1 осу
ществляется в силу а<45 (напомним, что Х=1 —а).

В качестве следствия доказанной теоремы получаем предложение 
высказанное С. Н. Бернштейном в § 15 работы (1):

Предельная теорема приложима к простой цепи величин xh 
каждая из которых принимает одни и те же I значений 
а» a.i,....al, если вероятности перехода Ри^ — , где а<1/

’ п* /5’
Георема, аналогичная теореме 1, справедлива и для непрерывно 

распределенных величин. А именно, имеет место
Георема 2. Пусть s„=Sxft— сумма связанных в цепь величин 

причем xk может принимать все значения из интервала [ah, ЬД 
{конечного') с плотностью вероятностей перехода от значе’ния 
xh.i=y к значению xh=x, равной ^h(y,x).

Если
1) /’й — аЛ=АЛ>£=const,
2) х)>~ ,nLh
3) m.o.'|x?|<Z?,

то предельная теорема приложима к sn при а <4 Vs-
Доказательство этой теоремы, на котором мы не останавливаемся 

совершенно аналогично доказательству теоремы 1. Теорема 2 может 
рассматриваться также как предельный случай теоремы 1.

4. Предельная теорема может остаться приложимой ks = £xh при 
условиях, допускающих равенство некоторых из вероятностей пере
хода нулю. Например, справедлива

У е о рем а 3. Пусть xh принимает конечное множество значе- 
нииа0 ,..., а^, и м. о.1 \х^\<ДЬС]. Если для каждого h суще
ствует индекс i=i{h), для которого выполнены условия'.

1) — < i < 1---- 7 при всех J,п п
2) | at — at I при всех I i=i(h),

то предельная теорема приложима к s„= V xh если а.<'Ч
Л = 1

Оценка изменений м. о.'xz, м. о.’а также величины
°’ ХіХіл"хц1 ПРИ li~ і>п', і — производится так, как это

было указано при доказательстве теоремы 1. Нижняя граница диспер-
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Устанавливается с помощью неравенства с. н „ 

5W>y2(U^,v4
гДе bh означает
заданы значения , ^СЛОВНУЮ Дисперсию

Вследствие того, что Z? п„ 
где с „ 4 " "₽адтв»»<™ в ваде
X « ' н Не завис,, ог р«>

у .при соблюдении неравенства -1 < м " м,'лючае". что мини-
В том случае, когда только им г п« \ ь нм < 1 — — достигается 

вХ™ р““ ““ад?......................~

“У КМ»

после того, как

(см. (II) ИЗ (2)). Можем 
величин с(*>, что Ж о—, ВЫ6„РМ надлежэщую нуие(мвдю

пх ’
D^+l) /7 ’’ =о ПРИ

Pi^i, р«+1)=0
Не забудем, что i и па ;

"Ы ™ГаеМ »иХХВ"аДаеТ С МДЖО- -ЧЧ, КОТОРЫЙ

квадратных скобках, при лю6оа в* J ' ^ражен^

Следовательно в „б ™ьно, в Обоих случаях
2 2п2х • По'

(0))“], если / О,

этому в, 

ства о <
п1-2*

4 
2^-1

Остается заметить, что

Достаточно условия й
ДЛЯ выполнения неравен-

/7-

Поступило
' 9 IX 1947

, с „ «ИТЙРОВЛННЛЯ ЛИТЕРЛТУРЛ

I. У'К «’ ««УК, 10 (,944). , с н в
Н' БеРнштейН) Мате-


