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МАТЕМАТИКА

Е. Я. РЕМЕЗ

О ПРЕДЕЛЬНОМ ПЕРЕХОДЕ ПОЛИА-ДЖЕКСОНА-ЖЮЛИА 
И НЕКОТОРЫХ СООТВЕТСТВУЮЩИХ ЕМУ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ 

АЛГОРИФМАХ
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 19 VI 1947)

В наших предыдущих сообщениях (V) был выяснен ряд Пактов 
касающихся быстроты сходимости предельного перехода от приближе
нии по принципу наименьших т-х степеней к приближениям чебы
шевским при Ход исследования был, для конкретное™ изло
жен применительно к случаю допустимых обобщенных полиномов п
I (л)—va (л)4~ где v^x) 0 = 0, I,... ,п) — действительные

числовые функции действительного аргумента х, непрерывные и ли
нейно независимые на данном сегменте [а, Ь] длины Ь — а=1 За меру 
быстроты сходимости „процесса Полиа-Джексона” мы брали быстро-v 
убывания при т->оо величины а = аот, определяемой соотношениями

$о [Фо] —Р, $0 [Фт] — р=2ат р — 2ар, (1)

где 80[Ф], 8 [Ф] (т>1) обозначают, соответственно, чебышевское 
(равномерное) и среднее степенное уклонение от нуля полинома Ф (л) 
на [а &] а Фо и Фст, соответственно, решения задач 80[Ф] = шш и 
3_Ф=тш. 1 J

Здесь мы подвергнем изучению ряд аналогичных вопросов касаю
щихся процессов интерполяционных, связанных с построением 
решений Фт N (х) задачи среднего степенного приближения на пере
менном конечном множестве точек сегмента [а &1* и с 
исследованием доставляемого ими равномерного приближения ня 
целом сегменте [а, 6] при т-^оо.

Сопоставим каждому целому числу некоторое опреде
ленное точечное множество EN а [а, Ь], состоящее из N точек 
xn\ < хт • • • < xnN, и соответствующие minimum-задачи:

Цт т = min

[Ф] = max | Ф (х) | = min, 
x^en

(2)

(3)

* Распространение результатов на различные случаи многомерных об пястей или 
комплексных функций и тут усматривается без труда. многомеРНых областей или
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решениями которых пусть будут Фот^(х) и Ф0^(л) соответственно*. 
Положим еще

5о^[Фол] = Рлг, 8ол[Ф^] — Рл,=2 am7vP;v, (4)
$ О [Ф/я,^ — р = ^m,N — 2 $m,N р. (5)

Установление оценок для при больших значениях т, N и срав
нение их с оценками для ат составит конечную цель дальнейших 
рассмотрений.

1°. Существенным для дальнейшего оказывается требование, чтобы 
при ^->oo точки множества En распределялись на [а, хотя бы 
приближенно равномерно в некотором смысле. Мы ограни
чимся здесь формулировкой этого требования в виде условия

(^тах^-ц, (6)

Теорема. При соблюдении условия (ф>) коэффициенты cm,N,i 
h 2, •.., п) полинома Фт^ являются равномерно ограниченными, 

для всех N^n-\-l и т>1.
Доказательство. Положим, вообще, для полинома Q(x) =

— V сі^і^ (без обязательного выполнения условия с0= 1)

A = Z[Q] = max{|c0|, | I,.. ., ісД}. (7)

Считая установленным предложение, аналогичное доказываемой 
теореме, для любого фиксированного** Е^ и, следовательно, вообще, 
для ограниченного нам достаточно будет, доказывая теорему
от противного, предположить существование последовательности

Фі^ФлііЛ,, Фп^Фт,,^, . . . , Ф(?)^Фт7, 2Vv> . . . ; (8)

для которой одновременно Л\->оо, Ц = L [Фм] -» оо при v->oo Рас
смотрим соответствующие „приведенные полиномы" Qv (х)=фЛ- 
для которых, очевидно, £[QV] = 1. Обозначая 8^,лг7[Фм]=Л17, мы из 
требования ЛЕ< 8т^ [Фо]<р получаем 8т„ Д=ур :Ц^р:£^О 
при v->oo. Но, с другой стороны, из условия L [□,] = ! вытекает, со
гласно теореме Больцано — Вейерштрасса, возможность выделить из 
последовательности {Qv} частную последовательность, сходящуюся 
равномерно на [а, к некоторому предельному полиному Qs, причем 
наверное на [а, б], поскольку L [П*] = 1. В силу условия (6)
величина оказывается абсолютно ограниченной снизу для
указанной частной последовательности — в противоречии с полу
ченным выше соотношением 8тч, [Qv] -»0, чем доказательство от 
противного и завершается.

фт^ и ТУТ будут удовлетворять требованию единственности, если условиться 
в состав каждого EN включать п точек, на которых функции (х),..., vn (х) линей
но независимы. С другой стороны, можно отметить, что для достаточно больших N 
указанное требование оказывается здесь автоматически обеспеченным при условии (6)

■f Справедливость такого предложения непосредственно усматривается на основе 
неравенства max | Si (х) | 5* kL [Si] (A=const>0 не зависит от выбора Si), которое 

легко доказать для любого фиксированного конечного Е Q [а, 6] при условии линейной 
независимости функций v^x) на Е (ср. предыдущую «носку) и которое достаточно 
очевидно, установить для случая Лрі] = 1. В гораздо более общем виде аналогичное 
предложение вытекает из одной установленной мною ранее ((J), стр. 441; (4), стр. 273)
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2°. Рассматривая предварительно задачу (2) только R задачей (3) „ для оценки" величины «..V всходя нз требовании
«■лм т,лг] Зт,к[Фо,лг], имеем последовательно:

(p+m (1 + 2кт>Л-)т (?к)т,
„ 1 logTV logfi+ha—----- , где = -1+1—

2’”." “ Ч.»

(9)

(Ю)

соотношение Теор;му ” ”аУс™™™аеМое аналогичносоотношение^ е„ > о, легко убедиться, что величина выявляется 

абсолютно ограниченной снизу: iniam,N'y>0 m^vf к
Po^/V ° раз+’ величина a.mN оказывается бесконечно малой когда 
(iolviXo “ C9™“ МЫ ““

^:ал. ад® °™™ "прежде всего, что У 17 задачей о0[Ф] = тш. Заметим,

V. - s. №и«1 - p < (», [ф„] - SM [ф^, + , м. (] ^

Соответственно рассмотрениям сообщения мкт « ™ жим непрерывные функции £,(л) принадлежащим^ к неітором’й™™-’ 
турному классу, характеризуемому условием ыЖ “7^
определенная на сколь угодно малом сегм^^^ 
^озрастатощая функция с невозрастающей цроцзводй^^^^ 

принадлежать к то^₽те1тру?4рйомуГ^ будет

разом д л у о С Т ІТ о ч и О 6 І л ь щ и
значение х(л) для функции, обратной w(x), мы и здесь вваярм п п 
смотрение функцию 1 7 здесь введем в рас-

Л = <р(Л?)— решение уравнения M=
А ’ I1-!

(То°)ЙиТ(6)фОТОР°Й бЫЛИ НЭМИ выяснены в (2)- Из (И) получаем (ср.

^m,N < К СО (М + 2 Km,N Рд, < к <0 (М+ -1- 
zm,N т- '

(13)

пп^ы/еперь введем в рассмотрение интерполяционный ппл. 
(с^виТ””'™ ““ “"°”™» " "пара+тро’вТи ^ЦмХю

^N = 7^(qm)], (14)
Sp? kot+L,TZTpocXB"^ наше“ РЭСПОРЯЖ'»™ пара- 
-с двўх сторон- о + с < а 'г Vu Р ДП0Л0Жим здесь ограниченным У °РОН- u<ci<^< Си Учитывая, кроме того, двухстороннюю 

r-^v (|<^1<5yV<sup^;^<ограниченность отношения X■N:

Мы будем ползгзть с J в случае а —-П о тоm^N у Iae am,N~ а также и в случзе pjY = 0.
3*
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<ОО В силу (6)j, мы из (14) и (12) легко найдем:

log^:= (I+7])log{l :Х[?(?, т)]} = (14-^)9/^ Hmr^Oj. (15)

Разделив (13) на 2р, мы, в силу (14) и (15), учитывая, кроме того, 
что sm,N->l, в виду выполнения условия (log (V: ти)-* О (2°), получим

( 1іше = 0\. (16)ZP \т -> оо / 7

Это означает, в силу свойств ?(Л1) (см. (2)), что

+ (О<0 = 0„г<1) (17)

Сличая с результатами предыдущего сообщения (2), мы можем 
прежде всего, констатировать, что оценке а. — а.т = О[<о(т')\ тут впол
не соответствует оценка ^т,м=0{^(т)\.

4°. Соотношение (16) может служить отправным пунктом для раз
личных постановок вопроса о возможно выгодном подборе параметра 
Ч—Чт в определенном нами интерполяционном процессе. Мы ограни
чимся следующим замечанием. Во всех случаях, когда решение Ф0(х) 
чебышевской задачи 80[Ф] = тіп оказывается единственным, 
коэффициент К в (16) может быть отождествлен, при больших зна
чениях т, с аналогичным структурным коэффициентом Л в формуле 
(10) сообщения (2), и на этой основе может быть произведено более 
точное количественное сравнение соответствующих оценок. Такое 
■сравнение, выполненное для каждого из широких конкретных струк
турных классов, перечисленных в 2° сообщения (2), обнаруживает 
возможность распорядиться параметром Q = qm так, чтобы дос
тигнуть сколь угодно близкого совпадения для больших значений 
т верхних границ величин рт>д, и а.т, характеризующих быстроту 
сходимости обоих сопоставляемых процессов.

5°. Все эти заключения имеют, между прочим, самое близкое зна
чение для вопросов приложения к чебышевским задачам предложен
ного мной (®,4) метода последовательных квадратических приближений 
для построения решений задач средней степенной апроксимации, до
ставляя, в частности, обоснование интерполяционного варианта этого 
метода.

Поступило
19 VI 1947
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